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Prólogo 


El estudio de la Geometría en la enseñanza media es uno de los puntos que 
más se ha discutido y se discute en las conferencias nacionales e internacionales, 
que sobre la enseñanza de la matemática se celebran en todo el mundo. 

En primer lugar, debemos precisar a qué ciclo damos el nombre de enseñanza 
media y para ello lo mejor será indicar la edad que comprende, y que de una 
manera general son los estudios realizados de los 12 a los 17 б 18 años, divididos 
en dos etapas: enseñanza secundaria o prevocacional de los 12 a los 15 años (tres 
años) y enseñanza preparatoria * de los 15 a los 18 (tres años). En muchos países 
los seis años forman el bachillerato. 

En segundo lugar, debemos señalar lo que entendemos por “matemática mo- 
depa” y por “revolución de las matemáticas escolares”, Las características de la 
nueva matemática son, dice el Dr. Luis A. Santaló (Argentina) “su poder de sínte- 
sis y la variedad de nuevos dominios en que es aplicable, consecuencias de su gran 
generalidad y de su construcción axiomática”, El poder de síntesis permite que teo- 
rías de distinto origen, y desarrolladas independientemente, se vean englobadas como 
casos particulares de teorías más amplias. La variedad de nuevos dominios se ha 
logrado con teorías modernas que, como la teoría de juegos de J. von Neumann, 
han permitido tratar matemáticamente disciplinas del campo de la economía, la 
sociología, la estrategia, etc., que antes se mantenían al margen de las ciencias exac- 
tas. La biología también necesita de ramas matemáticas como la estadística. 

Al hablar de “revolución de las matemáticas escolares” nos referimos, princi- 
palmente, a la búsqueda de lo que hay que suprimir de la matemática tradicional 
para poder dedicar un tiempo a la enseñanza de temas que antaño se reservaban 
a estudios en un nivel superior. También la revolución se refiere a la manera de 
enseñar los temas tradicionales y los nuevos, sin perder de vista que la mayor parte 
de lo que se llama “matemáticas antiguas” sigue siendo lo más importante y debe 
continuar enseñándose. 

Al aplicar estos conceptos a la Geometría, nos encontramos con una situación 
bien curiosa: al decir muchos matemáticos que la Geometría de Euclides debe des- 
aparecer, porque no tiene nada que ver con la matemática moderna, que es estéril 
y que se halla fuera del camino principal de los adelantos matemáticos, pudiendo 
relegarse a los archivos para uso de los historiadores del mañana, criterios, que se 
resumen en la célebre frase de Dieudonné en el Seminario de Royaumont (Fran- 
cia) “¡abajo Euclides, basta de triángulos!”, han logrado, al ser mal interpretados, 
que no se enseñe geometría sintética y, en consecuencia, son ya muchos los países 
latinoamericanos en los que, prácticamente, el estudiante no conoce esta disciplina, 
con lo que su formación matemática presenta serias deficiencias. Pero son muchos 
los profesores de América Latina que opinan como el Prof. Omar Catunda (Bra- 
sil) quien, en la Primera Conferencia Interamericana sobre Enseñanza de la Ma- 


* En México también se tiene el ciclo vocacional de dos años equivalente a una pre- 
paratoria, 


temática celebrada en Bogotá (Colombia) en 1961, dijo: en mi país no debe decirse 
“abajo Euclides" sino “jal menos Euclides!” 

La mala interpretación que ha conducido al estado de cosas que señalamos 
procede principalmente de no haber precisado lo que se entiende por enseñanza me- 
dia. Lo dicho por Dieudonné y otros profesores universitarios sobre Euclides, se 
refiere a la enseñanza de la Geometría en el grado superior de la segunda enseñan- 
za (15 a 18 años), Es en este grado donde, después de haber adquirido los conoci- 
mientos básicos de álgebra moderna, ha de volverse a la Geometría pero con tra- 
tamiento analítico y en forma vectorial, Un tratamiento analítico a partir del con- 
cepto de espacio vectorial, permitirá volver a la axiomática por el camino algebraico 
de los espacios vectoriales, 

Pero en la enseñanza primaria (6 a 12 años) los alumnos deben adquirir la 
cantidad de ideas geométricas que sirvan de base para aprender, de los 12 a los 
15 años, la parte de geometría euclidiana necesaria para llegar a los conceptos de 
punto, figura, recta, plano y espacio, como construcciones puramente mentales y 
generalizar las relaciones entre estos elementos hasta el punto, como dice el Dr. Fehr 
(EE. UU.), de poder establecer cortas cadenas deductivas de teoremas sobre algo 
menos que una, base axiomúática 

Este criterio viene apoyado en el hecho de que si pensamos en todos los alum- 
nos que cursan la segunda enseñanza, no solamente en los futuros matemáticos, la 
geometría euclidiana crea un hábito de raciocinio que la hace importante para la 
conformación del individuo organizado. Y no es válida la opinión de algunos pro- 
fesores de que es más útil iniciar a las mentes jóvenes en una estructura matemática 
axiomática enseñando las estructuras del Algebra, porque la introducción del Álge- 
bra moderna se ha visto que es difícil y hay que hacerlo en una etapa superior (de 
los 16 a los 18 años) y siempre que se haya alcanzado una formación matemática 
bastante completa. 

El texto del Prof. Baldor tiende al concepto actual de la enseñanza de la Geo- 
metría en el ciclo secundario (12 а 15 años). No se trata de enseñar una Geome- 
tría euclidiana al estilo clásico sino aprovechar el valor formativo de esta materia 
en el sentido axiomático, que constituye la esencia de toda la matemática, estable- 
ciendo los teoremas como "cortas cadenas deductivas sobre algo menos que una 
base estrictamente axiomática" „ La obra señala un provechoso término medio entre 
la enseñanza de tipo clásico y lo que podríamos llamar un enfoque contemporáneo 
de la Geometría que debe iniciarse en el grado superior del bachillerato y en la 
Universidad. j 

Este es el punto de vista que actualmente se está dando a los textos de Geome- 
tría euclidiana en la mayoría de los países. En el Seminario de Aarhus organizado 
por la International Commission for Mathematical Instruction (LC.M.L.) celebra- 
do del 30 de mayo al 2 de junio de 1960 en Dinamarca y en la reunión celebrada 
en Bolonia (Italia) del 4 al 7 de octubre de 1961, concentraron principalmente sus 
trabajos en el estudio de los axiomas que permitan conservar la geometría de 
Euclides. 

De los textos tradicionales el autor ha suprimido un gran nümero de teoremas, 
lémas, escolios, y corolarios, principalmente en la geometría del espacio. Ha conser» 
vado el enunciado de muchas propiedades pues el alumno debe aprender lo más 


posible. También ha procurado que el alumno vea en la deducción matemática un 
método para comprender cosas no evidentes, soslayando las demostraciones compli- 
cadas de proposiciones, cuyo enunciado, parezca al alumno de una claridad tal que 
no sienta la necesidad de una justificación. El suprimir demostraciones complicadas 
de propiedades evidentes, hace más agradable el estudio de la, matemática y per- 
mite hacer ver al alumno, con mayor facilidad, los fines que la matemática persigue. 
Muchas de estas propiedades se pueden aceptar como postulados cuya comprobación 
suele ser sencilla. 

La inclusión de la Trigonometría puede ser debido a la necesidad de ajustarse 
a la mayoría de los programas oficiales de la materia. En realidad, la Trigonometría 
tiende a desaparecer como disciplina independiente y así debe entenderlo el Prof. 
Baldor al incluirla como unos capítulos de la Geometría. La importancia de la Tri- 
gonometría en el siglo pasado, en América, era por la necesidad de su aplicación 
en la navegación, la agrimensura y la astronomía. En la actualidad, lo más impor- 
tante de la Trigonometría es el estudio de las propiedades de las funciones trigono- 
métricas y por esto su estudio, en nivel superior, ha pasado a formar parte de la 
Teoría de funciones. La parte elemental que incluye el Prof. Baldor en su texto, 
es un buen fundamento para los estudios posteriores. 

Sobre la didáctica del libro se puede decir que el autor utiliza en esta obra, 
muy acertadamente, el color, como eficaz ayuda para desarrollar el espíritu estético 
y, en algunos casos, descubrir, de manera óptica, ciertos conceptos y relaciones. 

Para que el alumno pueda aprovechar el texto а su máximo, necesita de la ayu- 
da del profesor. Es éste quien tendrá que decidir, en cada caso, lo que debe supri- 
mirse y lo que debe ampliarse. La experiencia le indicará el valor efectivo de la 
obra para el fin que le está señalado: establecer las bases para una mejor compren- 
sión de los temas de Geometría que le serán enseñados en el ciclo superior, según 
las nuevas normas señaladas en las distintas reuniones internacionales de los orga- 
nismos dedicados al estudio de la ensefianza de la matemática en nuestra época. 


México, julio de 1966. 


MARCELO SANTALÓ 


Profesor de la Escuela Nacional Preparatoria de 
la Universidad Nacional Autónoma de México 
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BREVE RESESA HISTORICA 


Los primeros conocimientos geométricos que tuvo el hombre consistian 
en un conjunto de reglas prácticas. Para que la Geometría fuera considerada 
como ciencia tuvieron que pasar muchos siglos, hasta llegar a los griegos. 

Es en Grecia donde se ordenan los conocimientos empíricos adquiridos 
por el hombre a través del tiempo y, al reemplazar la observación y la ex- 
periencia por deducciones racionales, se eleva la Geometría al plano riguro- 
samente científico. 


BABILONIA. En la Mesopotamia, región situada entre el Tigris y el 
Eufrates, floreció una civilización cuya antigüedad se remonta a 57 siglos 
aproximadamente. 
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Los babilonios fueron, hace cerca de 6000 años, los inventores de la 
rueda. Tal vez de ahí provino su afán por descubrir las propiedades de la 
circunferencia y ésto los condujo a que la relación entre la longitud de la 
circunferencia y su diámetro era igual a 3. Este valor es famoso porque tam- 
bién se da en el Antiguo Testamento (Primer Libro de los Reyes). 

Los babilonios lo hallaron considerando que la longitud de la circunferencia 
era un valor intermedio entre los perímetros de los cuadrados inscrito y cir- 
cunscrito a una circunferencia. 

Cultivaron la Astronomía y conociendo que el año tiene aproximadamente 
360 días, dividieron la circunferencia en 360 partes iguales obteniendo el 
grado sexagesimal. 

También sabían trazar el hexágono regular inscrito y conocían una 
fórmula para hallar el área del trapecio rectángulo. 


EGIPTO. La base de la civilización egipcia fue la agricultura. La apli- 
cación de los conocimientos geométricos a la medida de la tierra fue la causa 
de que se diera a esta parte de la matemática el nombre de Geometría que 
significa medida de la tierra. 

Los reyes de Egipto dividieron las tierras en parcelas. Cuando el Nilo 
en sus crecidas periódicas se llevaba parte de las tierras, los agrimensores 
tenían que rehacer las divisiones y calcular cuánto debía pagar el dueño 
de la parcela por concepto de impuesto, ya que éste era proporcional a la 
superficie cultivada. 

Pero la necesidad de medir las tierras no fue el único motivo que tuvieron 
los egipcios para estudiar las matemáticas, pues sus sacerdotes cultivaron la 
Geometría aplicándola a la construcción. 

Hace más de 20 siglos fue construida la “Gran Pirámide”. Un pueblo que 
emprendió una obra de tal magnitud poseía, sin lugar a dudas, extensos cono- 
cimientos de Geometría y de Astronomía ya que se ha comprobado que, ade- 
más de la precisión con que están determinadas sus dimensiones, la Gran 
Pirámide de Egipto está perfectamente orientada. 

La matemática egipcia la conocemos principalmente a través de los papiros. 
Entre los problemas geométricos que aparecen resueltos en ellos se encuentran 
los siguientes: 


1. Area del triángulo isósceles 
2. Area del trapecio isósceles. 
3. Area del circulo. 


Además, en los papiros hay un estudio sobre los cuadrados que hace 
pensar que los egipcios conocían algunos casos particulares de la propiedad 
del triángulo rectángulo, que más tarde inmortalizó a Pitágoras. 
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GRECIA. La Geometría de los egipcios era eminentemente empírica, 
ya que no se basaba en un sistema lógico deducido a partir de axiomas y 
postulados. 

Los griegos, grandes pensadores, no se contentaron con saber reglas y 
resolver “problemas particulares”; no se sintieron satisfechos hasta obtener ex- 
plicaciones racionales de las cuestiones en general y, especialmente, de las 
geométricas. 

En Grecia comienza la Geometría como ciencia deductiva. Aunque es 
probable que algunos matemáticos griegos como Tales, Herodoto, Pitágoras, 
etc., fueran a Egipto a iniciarse en los conocimientos geométricos ya existentes 
en dicho país, su gran mérito está en que es a ellos a quienes se debe la 
transformación de la Geometría en ciencia deductiva. 


Tares DE Muero. Siglo УП A. C. Representa los comienzos de la 
Geometría como ciencia racional, Fue uno de los “siete sabios” y fundador de 
la escuela jónica a la que pertenecieron Anaximandro, Anaxágoras, etc. 

En su edad madura, se dedicó al estudio de la Filosofía y de las Ciencias, 
especialmente la Geometría. 

Sus estudios lo condujeron a resolver ciertas cuestiones como la deter- 
minación de distancias inaccesibles; la igualdad de los ángulos de la base en 
el triángulo isósceles; el valor del ángulo inscrito y la demostración de los 
conocidos teoremas que llevan su nombre, relativos a la proporcionalidad de 
segmentos determinados en dos rectas cortadas por un sistema de paralelas. 


Prrácoras pe Samos. Siglo VI A. C. Se dice que fue discípulo 
de Tales, pero apartándose de la escuela jónica, fundó еп Crotona, Italia, 
la escuela pitagórica. 

Hemos dicho que los egipcios conocieron la propiedad del triángu- 
lo rectángulo cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades, en los que se 
verifica la relación 52 = 3° + 42, pero el descubrimiento de la relación 
а = Б 4 e? para cualquier triángulo rectángulo y su demostración se deben 
indiscutiblemente a Pitágoras. 

Se atribuye también a la escuela pitagórica la demostración de la pro- 
piedad de la suma de los ángulos internos de un triángulo y la construcción 
geométrica del polígono estrellado de cinco lados. 


Eucripes. Siglo IV A. C. Escribió una de las obras más famosas 
de todos los tiempos: los “Elementos”, que consta de 13 capítulos llamados 
"libros". De esta obra se han hecho tantas ediciones, que sólo la aventaja 
la Biblia. 
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Euclides construye la Geometría partiendo de definiciones, postulados y 
axiomas con los cuales demuestra teoremas que, a su vez, le sirven para de- 
mostrar otros teoremas. 

El edificio geométrico construido por Euclides ha sobrevivido hasta 
el presente, 


Libro I. Relación de igualdad de triángulos. Teoremas sobre paralelas. 
Suma de los ángulos de un polígono. Igualdad de las áreas de triángulos o 
paralelogramos de igual base y altura. Teorema de Pitágoras. 


Libro H. Conjunto de relaciones de igualdad entre áreas de rectángulos 
que conducen a la resolución geométrica de la ecuación de segundo grado. 


Libro I11.  Circunferencia, ángulo inscrito. 


Libro IV. Construcción de polígonos regulares inscritos o circunscritos 
a una circunferencia. 


Libro V. Teorema general de la medida de magnitudes bajo forma 
geométrica, hasta los nümeros irracionales. 


Libro VI. Proporciones. Triángulos semejantes. 

Libros УП, VHI y IX, Aritmética: proporciones, máximo común di- 
visor y nümeros primos. 

Libro X. Números inconmensurables bajo forma geométrica a partir 
de los radicales cuadráticos. 


Libros XI y XII. Geometría del espacio y, en particular, relación entre 
volümenes de prismas y pirámides; cilindro y cono; proporcionalidad del vo- 
lumen de una esfera al cubo del diámetro. 


Libro XIII, Construcción de los cinco poliedros regulares. 


Prarów, Siglo IV A. C. En la primera mitad de este siglo, se inició 
en Atenas un movimiento científico a través de la Academia de Platón. Para 
él, la matemática no tiene finalidad práctica sino simplemente se cultiva con 
el único fin de conocer. Por esta razón, se opuso a las aplicaciones de la 
Geometría. Dividió la Geometría en elemental y superior. La Geometría ele- 
mental comprendía todos los problemas que se podían resolver con regla y 
compás. La Geometría superior estudiaba los tres problemas más famosos de 
la Geometría antigua no resolubles con la regla y el compás: 

1. La cuadratura del circulo. Se trata, como indica su nombre, de cons- 
truir utilizando solamente la regla y el compás el lado de um cuadrado que 
tenga la misma área que un círculo dado. 
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2. La trisección del ángulo. El problema de dividir un ángulo en tres 
partes iguales utilizando solamente la regla y el compás no es, más que en 
casos particulares, resoluble. 

3. La duplicación del cubo. Este problema consiste en hallar, mediante 
una construcción geométrica, en la que se utilice solamente la regla y el 
compás, un cubo que tenga un volumen doble del de un cubo dado. 

Estos tres problemas se pueden resolver, con la regla y el compás, con 
toda la aproximación que se desee. Y se resuelven exactamente utilizando 
curvas especiales. No se trata por consiguiente de problemas que no se hayan 
resuelto en la práctica, sino de problemas de importancia puramente teórica. 


ARQUÍMEDES Dr Sinacusa, 287-212 A. C. Estudió en Alejandría. Se 
encuentra en él una mentalidad práctica, un genio técnico, que lo llevó 
a investigar problemas de orden físico y resolverlos por métodos nuevos. Por 
esto, después de grandes disputas con los euclidianos, se retiró a Siracusa 
donde puso sus descubrimientos al servicio de la técnica. 

Calculó un valor más aproximado de л, el área de la elipse, el volumen 
del cono, de la esfera, etc. Estudió la llamada espiral de Arquímedes que 
sirve para la trisección del ángulo. 


Arotowio pr Pérca 260-200 A. C. Estudió ampliamente las sec- 
ciones cónicas que, dieciocho siglos después, sirvieron a Kepler en sus tra- 
bajos de Astronomía, determinando casi todas sus propiedades. En su obra 
se encuentran ya, las ideas que condujeron a Descartes a inventar la Geo- 
metría Analítica, 20 siglos después. 


Heron DE Aresambría, Siglo II D. C. Demostró la conocida fórmu- 
la que lleva su nombre, para hallar el área de un triángulo en función de 
sus lados. 


Geometrías no euclidianas Los “Elementos” de Euclides fueron consi- 
derados corno una obra en la que sigue el método axiomático, ya que partiendo 
de proposiciones previamente establecidas: definiciones, axiomas y postulados, 
se deduce toda la Geometría en una forma lógica. 

Posteriormente se ha visto que tiene varias fallas lógicas, es decir, no 
se cumplen en el texto todas las exigencias que impone la lógica. Sin embargo, 
todos los defectos que pueden señalarse resultan insignificantes comparados 
con el mérito extraordinario de haber construido una ciencia deductiva a partir 
de conocimientos empíricos. 

De los cinco postulados de Euclides, el V es el que, desde un principio, 
llamó más la atención: Por un punto exterior a una recta pasa una y sola- 
mente una paralela. Durante veinte siglos se trató de “demostrar”, es 
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decir, convertirlo en teorema. Finalmente, se pensó que si de verdad era un 


postulado, el hecho de negarlo, aceptando los demás, no debía conducir a 
contradicción alguna. 


De esta manera procedieron Lobatchevsky (1793-1856) y Riemann 
(1826-1866). 


La Geometría de Riemann sustituye el postulado V por el siguiente: 
Por un puntò exterior. a una recta. по pase ninguna paralela 
Y la Geometría de Lobatchevsky lo sustituye por el que dice: 


Por: un) punto exterior a uha/recta pásan dos paralelas que separan las 
infinitas rectas no: secantes: delas infinitas seeantes 


Con estos nuevos postulados construyeron nuevas geometrías que se 
llaman geometrías по euclidianas 


PAPIRO DE RHIND. Centuria (18-16 a. d. C.) El do- su radio. Al llevar a la realidad las magistrales 
comento e más importante que se conoce es шоо de las pirámides, es evidente que conocían 
#4 Papiro de Rhind, atribuido a Ahmes, quien dejó ipcios cómo trazar una perpendicular а 
sentado que el área del círculo (В) era casi 3 1/7 ادم پا‎ inea. Asimismo sabían hallar el área del 
veces el área del cuadrado (A) que se trazara con pena y el triángulo y el uso de la plomada. 


1. EL METODO DEDUCTIVO. Es el usado en la ciencia y, principal- 
mente, en la Geometría. Este método consiste en encadenar conocimientos que 
se suponen verdaderos de manera tal, que se obtienen nuevos conocimientos. Es 
decir, obtener nuevas proposiciones como consecuencia lógica de otras 
anteriores. 

No todas las propiedades son consecuencia de otras. Hay algunas que 
se aceptan como ciertas por sí mismas: son los “rio i 

Hay además las definiciones que son proposiciones que exponen con cla- 
ridad y precisión los caracteres de una cosa. Una característica de la Geometría 
moderna consiste en evitar la definición de concepfos primarios que tenían 
poco o ningún sentido. Así, por ejemplo, las definiciones tan conocidas de 
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Euclides: "Punto es lo que. no tiene partes" “Linea es una longitud sin am- 
chura”, etc., se basan en conceptos (partes, anchura) cuya definición es más 
compleja que lo que se trata de definir. 

2. AXIOMA. Ез una proposición tan sencilla y evidente que se admite 
sin demostración. 


Ejemplo. El todo es mayor que cualquiera de sus partes. 


3. POSTULADO. Es una proposición no tan evidente como un axioma 
pero que también se admite sin demostración. 

Ejemplo. Hay infinitos puntos. 

4. TEOREMA. Es una proposición que puede ser demostrada. La de- 
mostración consta de un conjunto de razonamientos que conducen a la evidencia 
de la verdad de la proposición. 

En el enunciado de todo teorema se distinguen dos partes: la hipótesis, 
que es lo que se supone, y la tesis que es lo que se quiere demostrar. 


Ejemplo. La suma de los ángulos interiores de un triángulo vale 
dos rectos. 


miróresis. A, B y С son los ángulos interiores de un triángulo. 
Tesis, La suma de los ángulos A, B y C vale dos rectos. 


En la demostración se utilizan los conocimientos adquiridos hasta aquel 
momento, enlazados de una manera lógica. 


5. COROLARIO. Es una proposición que se deduce de un teorema como 
consecuencia del mismo. 

Ejemplo. Del teorema: La suma de los ángulos interiores de un triángulo 
es igual a dos rectos, se deduce el siguiente corolario: La suma de los ángulos 
agudos de un triángulo rectángulo vale un recto. 

6. ¡TEOREMA RECIPROCO. Todo teorema tiene su recíproco, La hipóte- 
sis y la tesis del recíproco son, respectivamente, la tesis y la hipótesis del otro 
teorema que, en este caso, se llama teorema directo. 

Ejemplo. El recíproco del teorema: La suma de los ángulos interiores de 
un triángulo vale dos rectos dicé: Si 1а suma de los ángulos interiores de un poli- 
gono vale dos rectos el polígono es un triángulo: 

La hipótesis y la tesis del reciproco son: 

HiroTesis, Tenemos un polígono cuyos ángulos interiores suman dos 
rectos. 

Tests, El polígono es un triángulo. 
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No siempre los teoremas recíprocos son verdaderos. Así, por ejemplo, hay 
un teorema que dice: "Las diagonales de un cuadrado. son iguales" у su 
recíproco: dice: "Si las diagonales de un paralelogramo son iguales la figura es 
un cuadrado”, Este recíproco es falso porque la figura puede ser un rectángulo 
que también tiene sus diagonales iguales. 


7. LEMA. Es una proposición que sirve de base a la demostración de 
un teorema: Es como un: “teorema preliminar” а otro que se considera más 
importante. 


Ejemplo." Para demostrar el volumen de una pirámide se tiene que 
demostrar antes el lema que dice: “Un prisma triangular se puede descomponer 
en tres tetraedros equivalentes”, 

Actualmente se ha prescindido bastante del uso de la palabra lema y 
se le suele llamar teorema o bien teorema preliminar. 


8. ESCOLIO. Es una observación que se hace sobre un teorema previa- 
mente demostrado. 


Ejemplo. Después de demostrar el teorema que dice: En una misma cir- 
cunferencia o en circunferencias iguales a mayor arco corresponde mayor cuerda 
(considerando arcos menores que una semicircunferencia), se podría añadir, 
como escolio: "Si no se consideran arcos menores que una semicireunferencia, 
a mayor arco corresponde menor cuerda”. 

Actualmente apenas se usa la palabra escolio para sustituto de observación. 


9. PROBLEMA. Es una proposición. en la que se pide construir una fi- 
gura que reuna ciertas condiciones (los problemas gráficos) o bien calcular el 
valor de alguna magnitud geométrica (los problemas numéricos). 


Ejemplo de problema gráfico, Construir la circunferencia que pasa por 
tres puntos dados. 


Ejemplo de problema numérico. Calcular la altura de un triángulo equi- 
látero cuyo lado mide 6 cm. 


10. EL PUNTO. Ya hemos dicho que el punto no se define. La idea de 

punto está sugerida por la huella que deja en el papel un lápiz bien afilado. 
Un punto geométrico es imaginado tan nequeño que carece de dimensión 
Admitimos el siguiente postulado: 


Hay infinitos puntos 


Notación: Los puntos se suelen designar por letras mayúsculas y re- 
presentar por un trazo, un círculito o una cruz. Así decimos el punto A; 
el punto B; etc. (Fig, 1): 
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X . 
А B 
Fig. 1 


11, LA LINEA. Son tipos especiales de conjuntos de puntos, Entre los 
más notables están: 


La linea recta. Una imagen de este conjunto de puntos es un rayo lumi- 
noso, el borde de una regla, etc. 


цэрний A AE BESO 
A B 
Fig. 2 

Una recta geométrica se extiende sin límite en dos sentidos. No comienza 
ni termina. Admitimos los siguientes postulados: 

Por dos puntos pasa uha recta y solamente Una. 

Dos rectas no pueden tener más que un solo punto común. 

La recta se suele designar por dos de sus puntos con el símbolo «<-> en- 
cima. Así, la recta AB (Fig. 2) se representa AB. 


La linea curva. Una imagen de línea curva es la circunferencia, Actual- 
mente se considera que las líneas curvas pueden tener trazos rectos o no 
tenerlos (Fig 3). 


rr 


Fig. 3 
Un tipo especial de curva es la línea quebrada, formada por trazos rectos. 
Al principio extraña llamar curva a una línea formada por trazos rectos, 


pero conviene acostumbrarse a esta nueva nomenclatura por la utilidad que 
tiene en estudios más avanzados. 
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Otro tipo especial de curva es la curva simple cerrada. Es la que se 
puede trazar de tal manera que empieza y termina en el mismo punto y 
éste es el único que se toca dos veces. Este tipo de curva tiene un interior yun 
exterior y admitimos el siguiente postulado: 
Al unir un punto interior: A con uno exterior B (Fig. 4) de una curva 
simple cerrada se corta dicha curva. 


х 


Fig 4 
Опа ёа tiéne una sola dimensión: longitud. 


12. CUERPOS FISICOS Y CUERPOS GEOMETRICOS. боп cuerpos. 
físicos todas las cosas que nos rodean: libros, lápices, mesas, etc. Tienen 
forma, color, están hechos de una sustancia determinada y ocupan un 
lugar en el espacio. 

Hay esquemas ideales de 
ciertos cuerpos físicos de los 
cuales la Geometría considera 
solamente su forma y su tama- 
ño. Son los cuerpos geométricos 
o sólidos (Pig. 5). Son los pris- 
mas, conos, esferas, etc. 

Los sólidos tienen tres di- 
mensiones: largo, ancho y alto. 


13. SUPERFICIES. Son 
los límites que separan a los 
cuerpos del espacio que los 
rodea. Fig, 5 


Las superficies tienen dos dimensiones: largó y ancho 


Ejemplo. ABCD es una parte, llamada cara, de la superficie de la 
figura 5. 


14. SEMIRRECTA. Si sobre una recta señalamos un punto A, se llama 
semirrecta al conjunto de puntos formado por el A y todos los que le siguen 
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о todos los que le preceden, El punto А es el origen de la semirrecta. 


Una semirrecta se suele representar por el origen y otro punto de ella, 
con el símbolo — encima. 


Así, la semirrecta de origen С y otro punto D (Fig, 6) se representa 
> 


por CD. 


Fig 6 
15. SEGMENTO, Si sobre una recta señalamos dos puntos A y B,se llama 
segmento al conjunto de puntos comprendidos entre A y B más estos dos pun- 
tos que se llaman extremos del segmento. Generalmente al que se nombre 
en primer lugar se le llama origen y al otro, extremo. 
Se admite el siguiente postulado: 
La distancia más corta entre dos puntos es el segmento que -lcs ипе, 


Un. segmento se designa 
por las letras de sus extremos y 


FEIN PEE con un trazo encima. 
Ejemplo, E] segmento EF 
Fig, 7 


(Fig. 7) se representa así: EF. 


16. PLANO, Una superficie como una pared, el piso, etc., nos sugiere 
la idea de lo que en Geometría se llama plano. Son conjuntos parciales de 
infinitos puntos. 

Un plano, en matemáticas, se imagina de extensión ilimitada. Se suele 
representar por un paralelogra- 
mo como el ABCD (Fig 8) y se D M с 
nombra por tres de sus puntos 
no alineados o por una letra 
griega. Así el plano de la Fig. 8 
se nombra: plano ABC o bien 
plano a. 

Dos propiedades caracterís- A B 
ticas de los planos son las dadas 
por los siguientes postulados: Fig, 8 
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Por tres puntos no alineados pasa un plano y solamente uno. 


Si una recta tiene dos puntos comunes con un plano, toda la recta está 
contenida en el plano. 


17. SEMIPLANO, - Toda recta MN (Fig. 8) de un plano lo divide en 
dos regiones llamada semiplanos. Cada punto del plano pertenece a uno de 
los semiplanos, excepto los puntos de la recta que pertenecen a los dos. 

Se admite el siguiente postulado de la separación del plano: 

Dos puntos de un mismo 
semiplano determinan un” seg- N 
miento que по corta a: la recta A 
queda origen a los dos semi- 
planos; y dos puntos de distin- 
10. semiplano determinan ип 
segmento aue corta аа recta: 


18... INTERSECCION ..DE 
PLANOS, Se admite el si- 
guiente postulado: 

Si dos planos tienen un 
punto común tienen. una. recta 
común, с 

En este caso se dice que los Р 
dos planos se cortan у а la rec- 
ta común se le llama recta de intersección. En la Fig. 9 la recta RS es la 
intersección de los dos planos ABC y NMP. 


Fig.9 


19. POLIGONALES CONCAVAS Y CONVEXAS. A las líneas que- 
bradas se les llama también poligonales y, en este caso, los segmentos que las 
forman reciben el nombre de lados y а los puntos comunes de los lados se 
les llama vértices. 


Una poligonal es convexa(l'ig. 10-A) si al prolongar en los dos sentidos 
uno cualquiera de sus lados,toda la poligonal queda en un mismo semiplano. 

Se llama poligonal cóncaya(Fig. 10-В) si al prolongar en los dos sentidos 
alguno de sus lados, parte de la poligonal queda en un semiplano y parte 
el otro, 2 

20. MEDIDA DE SEGMENTOS, Medir un segmento es compararlo 
con otro elegido como unidad. Para este fin se usan las unidades de longitud 
del sistema métrico decimal, del sistema inglés o de cualquier otro sistema. 
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Figuras 10-A y 10-B 


Los instrumentos usados son las reglas graduadas, cintas, etc. 
Así, para medir el segmento AB (Fig. 11) se hace coincidir una división 
cualquiera (generalmente el ce- 


A B ro) de la regla con uno de los 
extremos del segmento y se ob- 
4 5 6 7 8 9401 12 serva la división que está más 


en coincidencia con el otro ex- 
tremo. La diferencia entre am- 
bas lecturas da el valor de la 
Fig, 11 longitud del segmento. 
En este caso tenemos: 
Extremo B = 105 cm 
Extremo А = 50 7 


Longitud AB — 55 cm 


También se puede usar el siguiente método: con un compás que tiene 
ambas puntas metálicas, se toma la longitud del segmento (Fig. 12-A) y 
se lleva esta abertura sobre la regla (Fig. 12-В). 


c D 75 58 AE S, 


Fig. 12-A Fig. 12B 
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21, ERROR. Las medidas, en la práctica, son generalmente aproximadas. 
A la diferencia entre la verdadera longitud del segmento y el valor obtenido 
se le llama error de medida. El error puede ser por exceso, cuando se toma 
un valor mayor que el verdadero, o por defecto, cuando se toma un valor 
menor que el verdadero. El error es debido a las imperfecciones de nuestros 
sentidos, o de los instrumentos que empleamos, o a otras causas. 


22, OPERACIONES CON SEGMENTOS. Se puede proceder gráfica- 
mente así: 


a) Suma de segmentos Para sumar, por ejemplo, los segmentos 
AB, CD, EF, procederemos así: 


A ш ç D 5 
pa aw SEEN, Чэн — 
BAR 8 Ч + 


Fig. 13 


<> 
Sobre una recta indefinida MN (Fig. 13) у a partir de un punto cual- 
quiera P, se llevan los segmentos que se van a sumar, en un sentido deter- 
minado, uno a continuación de otro, haciendo que el extremo de cada sumando 
coincida con el origen del siguiente. El segmento AF, que tiene por origen 
el origen del primero y por extremo el extremo del último, representa la suma. 


B + CD + EF = AF. 


b) Sustracción de segmen- 
tos. Para la diferencia de los 


segmentos АВ — CD se proce- 
трна аа ащ: 


Sobre el segmento minuen- 
do AB (Fig. 14) se lleva el seg- 


E SER, mento sustraendo CD, de ma- 

c D nera tal que coincidan A y C. 
Ещ, 14 

El segmento resultante, DB. representa la diferencia. Es decir: 


AB — CD = DB. 
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су Multiplicación de un segmento: por un número real. El producto 
del segmento AB por un número natural, 4 por ejemplo, se obtiene llevando 
c» 
sobre una recta cualquiera MN (Fig 15) y a partir de un punto cualquiera 
de ella, P, el segmento АВ, tantas veces como indica el número, 4 en este 
caso, por el cual se va a multiplicar. Así: 


РА = 4 AB. 
4 VECES 
y 
A R 
AI— ча M— Ё Ё di a + N 
Р А B A 8 
Fig 15 


d) División de un segmento en un número de partes iguales. Sea el seg- 
mento AB que se quiere dividir en 8 partes iguales. 

A partir de uno de los extremos del segmento AB (Fig. 16), se traza una 
semirrecta AC, con cualquier 
inclinación. Sobre АС. у a par- 
tir de A, se lleva un segmento 
de cualquier longitud b, tantas 
veces (8 en nuestro caso) como 
indica el divisor. El extremo del 
último segmento b, se une con 
B y se traza paralelas al seg- 
mento B8 por los puntos 1, 2, 
3, etc. Tendremos: 


Ex Fis 16 


Más adelante veremos la razón de esta construcción. 
Observación. Las operaciones.anteriores se pueden efectuar midiendo los 


segmentos y operando con las medidas obtenidas. 


23. IGUALDAD Y DESIGUALDAD DE SEGMENTOS. Si al super- 
poner dos segmentos AB y CD (Fig 17) se puede hacer coincidir los dos ex- 
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tremos del primer segmento con los dos extremos del segundo, dichos seg- 
mentos son iguales (=). 


Cuando no se cumple la condición anterior, se dice que son desiguales. 


De dos segmentos desiguales, uno de ellos es mayor que (>) 
о menor que (<) el otro. Así АВ > EF y EF < AB (Vig. 17). 


NM 
сь 4D + £ + P 
ү е е D E F 
АВ»С0 AB-EF. 
F<AB 


Fig. 17 


24 GEOMETRIA. La Geometría elemental es la rama de las mate- 
máticas que estudia las propiedades intrínsecas de las figuras, es decir, las 
que no se alteran con el movimiento de las mismas. 

Cuando estudia figuras contenidas en un plano, (o sea de dos dimensiones) 
se llama “Geometria plana”. Si estudia cuerpos geométricos (de tres dimen- 
siones) se llama "Geometria del espacio". 

Hay otras Geometrías 
que constituyen especiali- 
dades dentro del campo 
de la Matemática: Geo- 
metría analítica, Geome- 
tría descriptiva, Geometría 
proyectiva, etc. 


25 TEOREMA 1, 
“En dos poligonales com. 
vexas de extremos comu 
nes la envolvente es mayor 
que la envuelta”, Fig. 18 


HIPÓTESIS: ABCD, poligonal envolvente (Fig. 18). 
AFED, poligonal envuelta. 
A y D extremos comunes. 

TESIS: 


AB + BC + CD > AF + FE + ЕР. 
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Construcción auxiliar. Prolonguemos AF hasta cortar a BC en G y а 
FE hasta cortar a CD en H. 


DEMOSTRACIÓN: 
En ABGF: 
AB + BG > AF + FG (1) 
En FGCHE: Postulado de la menor distancia 
FG + GC + CH »FE--EH (0) entre dos puntos. 
En EHD: 
EF + HD > ED (3) 
Sumando ordenadamente (1) (2) y (3), tenemos: 
AB + BG + FG + GC + CH + EH + HD > AF + YG--FE--EH +ED (4) 
Pero: 


CH + HD = CD (6) 5 


| 
ВС + G6 =ВС (5) Suma de segmentos | 
Sustituyendo (5) y (6), en. (4), tenemos: | 


AB + BC + CD + FG + EH > AF + FG + РЕ--ЕН +ED (7). 
Simplificando: AB + BC + CD > AF + FE + ED. 


como se quería demostrar. 


EJERCICIOS 


(1) Señalar cuál es el axioma: 
а) En todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. 
b) La suma de las partes es igual al todo. 
c) En todo triángulo isósceles, los ángulos en la base son iguales. 
R: (b). 
(9) Señalar cuál es el postulado: 
a) El todo es mayor que cualquiera de las partes. 
b) Todo punto en la bisectriz de un ángulo, equidista de los lados 
del ángulo. 
c) Hay infinitos puntos. R: (с). 


GENERALIDADES 19 
(3) Señalar cuál es el teorema: 
4) Las diagonales de un rectángulo se cortan en su punto medio. 
b) Dos cantidades iguales a una tercera, son iguales entre sí. 
c) La parte es menor que el todo. 


R: (а). 
(4) Dibujar los segmentos: 


y sumarlos gráficamente, 


(5) 


y restarlos gráficamente. 
(6) Multiplicar el segmento AB — 2 cm, por 3, gráficamente. 
(7) Dividir el segmento AB = 9 cm en 3 partes iguales, gráficamente. 


(8) Si В es el pun- 
to medio de AD, C es el 
punto medio de BD y 
AD — 20 cm; hallar: 

= =. YD — dr مف ت‎ 

AB, BC y CD. Ё 5 С б 

2 R: АВ — 10 cm; Ys 
DC=BC= 5 cm: 


(9) Demostrar que: AB + BC + CD + DE > AG + GF + FE 


Ejer 9 
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(10) Si; MN = QF —93PQ; NP=MN+1 у МЕ 50 cm; 


ү N Р 9 Ё В: MN = 14cm 


МР = 15cm 
PQ— Tem 
Ejer. 10 QR = 14cm 


(11) Demostrar: АВ + BC + CD + DA > EF + FG + GH + HE. 
c 
5 H с Л D 
E 6 
A F D : 
Ejer 11 Ejer 12 
(12) Si AD — DC y AB = BC, demostrar que AB > AD. 
(13) Demostrar que la suma de dos segmentos que se cortan es mayor 
que la suma de los segmentos que unen sus extremos. 
(14) Demostrar que si desde un c 
punto interior de un triángulo, se tra- 
zan segmentos a los vértices, la suma de 
dichos segmentos es mayor que la semi- 
suma de los lados. 
(15) Si E es la intersección de 
CD con AB y CG = GD, 
CF = FD, 
CE=ED; 


demostrar que: 
Сб > CF > GE: гэм? 


LOS CALDEOS hacia el 1 milenio a. d. C. Dieron ferencia en 6 partes iguales. Probablemente éste 
una gran importancia al cuadrado y al círculo, La fue el fundamento del cómputo sexagesimal que 
división del círculo en 360 partes es patrimonio su- — usaron. Sirvió para la construcción de las ruedas 
yo. Tomaron por base la división del año en 360 para las carrozas. La rueda, aplicación del circulo, 
días. Así les era fácil dividir el círculo y la circun- — es una creación suya y data ya de casi 6.000 años. 


Angulos 


20, ANGULO. Angulo es la abertura formada por dos semirrectas | 
con un mismo origen llamado “vértice”. Las semirrectas se llaman “lados”. 
El ángulo se designa por una letra mayúscula situada en el vértice. A veces 
se usa una letra griega dentro del ángulo. También podemos usar tres letras 
mayúsculas de manera que quede en el medio la letra que está situada en el 
vértice del ángulo. 


En lafigura 19 se representan los ángulos A, a у MNP, о PNM. 


isectriz de un ángulo es la semirrecta que tiene como origen el vértice 
y divide al ángulo en dos ángulos iguales. 


22 


ANGULOS 23 


— 
En la Fig. 19, la semirrecta NQ es la bisectriz del Z N si Z MNQ = ZQNP. 


Ё 
A 
гэ A 
A 223 N M 
4 5 а 


Fig. 19 


27. MEDIDA DE ANGULOS. Medir un ángulo es compararlo con otro 
que se toma por unidad. Desde muy antiguo se ha tomado como unidad el 
grado sexagesimo! que se obtiene así: 

Se considera a la circunferencia dividida en 360 partes iguales y un ángu- 
lo de un grado es el que tiene el vértice en el centro y sus lados pasan por 
dos divisiones consecutivas. Cada división de la circunferencia se llama 
también grado. 

Cada grado se considera dividido en 60 partes iguales llamadas minutos 
y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos. 

Los símbolos para estas unidades son: 

grado ° 
minuto " 
segundo 

Ejemplo: Si un ángulo ABC mide 38 grados 15 minutos 12 segundos 

se escribe: 38?15'19". 


" 


Sistema centesimal. Modernamen- 
te se considera también a veces a la 
circunferencia dividida en 400 partes 

A iguales, llamadas "grados centesimales". 
Cada grado tiene 100 "minutos centesi- 
males" y cada minuto tiene 100 "se- 
gundos centesimales”. 
Ejemplo: Si um ángulo ABC mide 
B 72 grados 50 minutos 18 segundos cen- 
tesimales se escribe: 
79» 50" 18". 
Sistema circular. Em este sistema 
se usa como unidad el ángulo llamado 
Fig. 20 “radián”, 
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Un radián es el ángulo cuyos lados comprenden un arco cuya longitud 
es igual al radio de la circunferencia. 

Asi, si la longitud del arco AB (Fig. 20) es igual a r, entonces 
¿AOB = 1 radián. 

Como la longitud de una circunferencia es 2m radios, resulta que un 
ángulo de 360° equivale a 2л radianes, es decir: 6.28 radianes, dándole a zr 
el valor de 3.14. 

Un radián equivale a 57918” (se obtiene dividiendo 360° entre 2m). 

En este libro, si no se advierte lo contrario, usaremos el sistema 
sexagesimal. 

28. RELACIÓN ENTRE GRADO SEXAGESIMAL Y EL RADIAN.— 
Si representamos por $ la medida de un ángulo en grados sexagesimales y por 
R la medida del mismo ángulo en radianes, podemos establecer la siguiente 
proporción: 


>= +; 22 344. 
ERR $ R 
Simplificando: 05 x 
Ejemplo 1. Expresar en radianes un ángulo de 90%: 
S ` R 
180 — =? 
0 m 
180 =? 
_ 90% a 
“18078. 
y сото л = 3.14, también podemos escribir: 
344 
Rz TR = 17. 
2. Expresar en grados sexagesimales un ángulo de 6.28 radianes: 
AGO gp PIS s oap: aree 
180 «w^ 180  3414* exec 
+. g 180 X 628 
a бу? 3.14 š 
5 = 360°. 


29. ANGULOS AD 
YACENTES. Son los que 
están formados de manera 
que un lado es común y 
los otros dos lados perte- 
necen a la misma recta. Fig. 21 
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=> = 
Ejemplo: ОА y OB, están sobre 
Бан — 
la misma recta AB (Fig. 21); OC 
es comün. 
ZAOC y ¿BOC son ángulos 
adyacentes. 


30. ANGULO RECTO. Es el que 
mide 90° (Fig. 22). 
Z АОВ = 1 / recto = 90°. 
31. ANGULO LLANO. Es aquel A 
(Fig. 23) en el cual un lado es la pro- o 
longación del otro. Mide 180°. 
2 MON =1 2 llano = 180°. Fig. 22 


o 


Fig. 23 
89. ANGULOS COMPLEMENTARIOS. Son dos ángulos que sumados 
valen un ángulo recto, es decir, 90?. 
Ejemplo. Si (Fig. 24): 
9 Z АОВ = 60° 
B 4 BOC = 30° 
Sumando: 
Z АОВ + ¿ ВОС = 90° 
y los ángulos AOB y BOC son com- 
30°, plementarios. 


33. COMPLEMENTO DE UN 
60° ANGULO. Se llama complemento de 
un ángulo a lo que le falta a éste para 
A valer un ángulo recto. 
о El complemento del / АОВ (figu- 
ra 94) es 30? y el complemento del 
Fig 24 1 BOC es 60°. 
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34. ANGULOS SUPLEMENTARIOS. Son los ángulos que sumados 
valen dos ángulos rectos, o sea, 180°. 

Ejemplo. Si (Fig. 25): 

Z MON = 120%; Z NOP = 60°. 
Sumando: N 
¿MON + ¿NOP = 180° 

y los ángulos MON y NOP son su- 
plementarios. 


35. SUPLEMENTO DE UN AN- 60* 
GULO. Es lo que le falta al ángulo 
para valer dos ángulos rectos. P M 
El suplemento del / МОМ (figu- 
ra 25) es 60% y el suplemento del 
4 МОР es 190°. Fig. 25 
36. TEOREMA 2. “Dos ángulos adyacentes son suplementarios”. 
HIPOTESIS: ZAOC y :ZBOC son 
ángulos adyacentes (Fig 26). 
Tesis: ZAOC + ¿BOC = 180°. 


120” 


DEMOSTRACIÓN: 
ZAOC + ZBOC = ¿BOA (1) 
c (por suma de ángulos) 
4 BOA = 180? (2) 


(por ángulo llano). 
Luego: ZAOC + ¿BOC = 180°, 
por el axioma que dice: Dos cosas igua- 
A o B les z una tercera son iguales entre si 
(carácter transitivo de la igualdad). 


37. ANGULOS OPUESTOS POR 


Fig. 26 EL VERTICE. Son dos ángulos tales 
que los lados de uno de 
ellos, son las prolongacio- A с 


nes де los lados del otro. 
En la figura 27 son 

opuestos por el vértice: 
ZAOC y ZBOD; 
LAOD y BOC. 


38. TEOREMA 3. D 


“Los angulos opuestos por 
el vértice son iguales”. Fig 27 


ANGULOS 27 


HIPÓTESIS: 
Z AOD y ¿BOC son 
opuestos por el vértice (fi- A 8 
gura 28). 
TESIS: 
4AOD = 4 ВОС. 0 
DEMOSTRACIÓN: 
D B 
Z AOD + АОС = 2R 
(por ser adyacentes); Fig. 28 
trasponiendo / АОС : 
ZAOD=2R— ¿AOC (1) 
Z ВОС + / АОС = 2R Adyacentes; 


trasponiendo /.4OC : 

ZBOC =9R— /AOC (2) 
Comparando las igualdades (1) y (2): 

Z¿AOD = / ВОС. Carácter transitivo de la igualdad 
Análogamente se demuestra que / АОС = / ВОР. 


39. ANGULOS CONSECUTIVOS, 
Dos ángulos se llaman consecutivos si E 
tienen un lado común que separe a los 
otros dos. 


т 
о 


Varios ángulos son consecutivos si 
el primero es consecutivo del segundo, 
éste del tercero y así sucesivamente. A 


Ejemplos: Los ángulos COD y 
DOE (Fiz. 29) son consecutivos. 
Los ángulos AOB, BOC, COD, 
DOE, EOF y FOA (figura 29) son B c 
consecutivos. 
Fig 29 
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40. TEOREM A 4. 
с "Los ángulos consecutivos 
formados a un lado de una 

recta, suman 180^", 


D " 
HIPÓTESIS: 
ZAOD, ¿DOC y ¿COB 
A B son ángulos consecutivos 
0 formados a un lado de la 
Fig. 30 recta AB (Fig. 30). 
"TESIS; 
Z AOD + ¿DOC + ¿COB = 180°. 
DEMOSTRACIÓN: 
ZAOD + 2 РОВ = 180° (1) Adyacentes. 
Pero: 
4DOB = ¿DOC + ¿COB (2) Suma de ángulos. 


Sustituyendo (2) en (1) tenemos: 
£ AOD + ¿DOC + ¿COB = 180°. 


41. TEOREMA 5. “La suma de 
los ángulos consecutivos alrededor. de un 
punto, vale cuatro ángulos rectos”. 

HIPÓTESIS: 

2 АОВ, 4 ВОС, COD, ¿DOE y 
ZEOA (Vig. 31) son ángulos consecuti- 
vos alrededor del punto O. 

TESIS: 

Z AOB + ¿BOC + / СОР + 

+ ¿DOE + ; EOA = 4R. 

Construcción auxiliar: Prolongue- 

mos un lado cualquiera, por ejemplo 


Fig. 31 
BO, de manera que el / DOE quede dividido еп / DOM y ¿MOE tales 
que ¿DOM + ¿MOE = / DOE. 
DEMOSTRACIÓN: 5 
¿BOC + ¿COD + ¿DOM = 2R (1) Consecutivos a un lado de 
: una recta 
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29 


¿AOB + ¿EOA + ¿MOE = 2R (9) La misma razón anterior, 


Sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (2): 


Z AOB + ¿BOC + ¿COD + ¿EOA + ¿DOM + ¿MOE =4R (3). 


Pero: 


¿DOM + ¿MOE = ¿DOE (4) Suma de ángulos 


Sustituyendo (4) en (3): 


Z АОВ + ¿BOC + ¿COD + 7 EOA + ¿DOE = 
como se quería demostrar, 


EJERCICIOS 


4R 


(1) Expresar los siguientes ángulos en el sistema sexagesimal: 


а) 3.14 rad. R.: 180°; 
b) 942 rad. 5409. 

(2) Expresar los siguientes ángulos en el sistema circular: 
a) 459 R.: 0.785 rad. 
b) 135° 2.35 rad. 


(3) ZAOC y ¿COB están en la relación 2:3. Hallarlos. 


В: £ AOC — 799; 
m Zen хол, c 
ZIDOC-S5r, 
ZCOB = 3z; 
¿Cuánto mide cada ángulo? 
R: £AOD = 36°; 
4DOC = 90°; А 0 
¿COB = 54°. Ejer, 3 
(5) Hallar los complementos de los siguientes ángulos: 
a) 18°. R.: 79°, 
b) 36°59/. 8398”, 


¿COB = 1089, 


c) 48°39"15”. 41982045”, 
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(6) Hallar los suplementos de los siguientes ángulos: 


a) 78% Ra 1092, 
b) 92915. 87245. 
c) 1239916". 569 50744”. 


Ejer. 4 


| (7) Si el / АОВ es recto у ¿AOC у /ВОС están en la rela- 
| ción 4:5, ¿cuánto vale cada ángulo? 


R: ¿AGC = 40° ВОС — 50°. 


B D 
c с 
B 
A 
o A о 
Ejen 7 Ejen 8 
(8) Si el ZAOD es recto y 
¿AOB=2x, 
L¿BOC=3x, R: / АОВ = 205; 
1600 = 41, 1 ВОС = 30°; 


¿cuánto vale cada ángulo? ZCOD = «P. 
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(9) Si /ВОС = 2. АОВ, 
hallar: 
ZAOB, ¿COD. ¿BOC, £ AOD. 
R: 2 АОВ = / COD = 60°; 
¿BOC = / AOD = 120°. 


(10) Si ¿MON у ¿NOP están 
en la relación 4:5, ¿cuánto mide ca- 
da uno? 

Rz; Z MON = / РОО = 805; 

¿NOP = / МОО = 100°. 

(11) Hallar el ángulo que es 

igual a su complemento. R. 489, 


(12) Hallar el ángulo que es el 
doble de su complemento. R.: 609 


(13) Hallar el ángulo que es 
igual a la mitad de su complemento. 
R.: 30° 

(14) Un ángulo y su complemen- 

to están en relación 5:4. Hallar dicho 
ángulo y su complemento. /1.: 50% y 40°. 


(15) Hallar el ángulo que es igual 
a su suplemento. R.: 909, 


D A 
x 
0 
гх 
С в 
Ejer, 9 
P 
N 
5Х 
2 ах 
Q 
M 
Bjer. 10 


(16) Hallar el ángulo que es igual a la mitad de su suplemento. R.: 609. 
(17) Hallar el ángulo que es igual al doble de su suplemento. R.: 1209, 
(18) Un ángulo y su suplemento están en relación 5:1. Hallarlos. 


R.: 1509 y 30? 


(19) Dos ángulos están en relación 3:4 y su suma vale 70°. Hallarlos. 


В: 30° y 40° 


(20) Dos ángulos están en relación 4:9 у su suma vale 130°. Hallarlos. 


В. 409 y 909 


. DEFINIC Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando 
al cortarse forman cuatro ángulos iguales. Cada uno es un ángulo recto. 
El símbolo de perpendicular es 


Si dos rectas se cortan y no son perpendiculares se dice que son oblicuas. 


-> «э 


E 
Ejemplo Еп la figura 32: CD 1 AB. 


Z1= Z9= ¿3 = 142909, 
32 
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43. CARACTER RECIPROCO DE 
LA PERPENDICULARIDAD. “Si una 
recta es perpendicular ë otra, ésta es 
perpendicular. ala primera”. 

<> e° 
Es decir, si CD 1 AB (Fig. 32) 
> <> 
entonces АВ | CD. 

44. POSTULADO. "Por un pun- 
lo fuera de una recta, en un plano, 
pasa una pervendicular a dicha recta 
y sólo una”: 


En la Fig. 33, tenemos una rec- 


> 
ta AB y un punto P, fuera de ella. 
Entre todas las rectas que pasan 


ce» 

por P y cortan a la recta AB, admiti- 
m 

mos que solamente una, CD, es perpen- 


<> 


dicular а АВ. 
Tracemos también las rectas EF y 


c» a 
GH de tal manera que intersecten a AB 
en M y N. 

El punto О de intersección se Па- 
ma pie de la perpendicular. 

Los puntos M, N, etc. de intersec- 
ción de las oblicuas se llaman pies de 
las oblicuas. 


Fig. 53 


45. TEOREMA 6. Si por un punto exterior a una recta trazamos una 


perpendicular y varias oblieuas, se verifica (Fig, 34): 


1) El segmento de perpendicular comprendido entre el punto y la recta, 


єз menor que cualquier segmento de oblicua. 


2) Los segnientos de oblicuas cuyos pies equidistan del pie de la perpen- 


dicular, son iguales. 


3°) De dos segmentos de oblicuas cuyos pies no equidistan del pie de la 


perpendicular, es mayor aquel que dista más. 


Para la demostración de este teorema utilizaremos el siguiente postulado 


del movimiento: 
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Una figura geométrica puede moverse sin cambiar de tamaño ni: forma. 


HIPÓTESIS: 
< o Oo <-> 
PC 1 AB y PF, PD, PE oblicuas а АВ. 
Ld (Fig. 34): CF = CD; 
CE » CD. 
TESIS: 
19) PC < PD; 
A 99) PF = PD; 
FN e / 57 Е 3) PE > PD. 
\ 
M і уд Construcción. auxiliar. Doblemos 
Un pA la figura por AB (postulado del movi 
Nuda miento). El punto P ocupará la posi- 
A ción P' de manera que =CP y 
P PF = РЕ; 
PD = PD; 
Fig. 34 PE = PE. 
DEMOSTRACIÓN. (1% parte): 
PC + СР < PD + DP (1) La distancia más corta entre dos puntos 
Pero: PC = CP” (2) esida 
BD = DP (3) Construcción. 
PC + PC < PD + PD Sustituyendo (9) y (3) en (1). 
ЭРС < 9 PD Sumando. 
2PD Trasponiendo, 
Өс: 
PC < PD Simplificando. 
(2° Parte): 


<> 


Doblemos la figura рог PP” de manera que llevemos el semiplano de la 


izquierda sobre el semiplano de la derecha. El punto F coincidirá con el punto 
D porque FC = CD. Entonces tendremos que PF = PD por coincidir sus 
extremos, ya que el punto P es comün y por dos puntos pasa una recta y sola 
mente una (postulado). 

(3* Parte): 

PE+PE>PD+PD (6) 

Pero: PE = РЕ (7) } 

PD—PD (8) 


Envolvente y envuelta 


Construcción 


PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO 35 


1. PE-+PE>PD+PD — Sustitiyendo (7) y (8) en (6) 


2PE > 2PD Sumando. 
PE> E Trasponiendo. 
PE > PD Simplificando. 


46. RECIPROCO. Si por un punto exterior a una recta, se trazan varias 
rectas que corten a la primera, se verifica: 

19) El menor de todos los segmentos comprendidos entre el punto y la recta, 
es perpendicular а ésta. 

2) Si dos segmentos oblicuos son iguales, sus pies equidistan del pie de 
la 3 

3°) Si dos segmentos oblicuos son desiguales, el pie del segmento mayor dista 
más del pie de la perpendicular que el pie del segmento menor. 

47. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Es la longitud 
del segmento perpendicular trazado desde el punto a la recta. Este segmento 
tiene las propiedades de ser único y el menor posible. 

48. PARALELISMO. Se dice que dos rectas de un plano son paralelas 
cuando al prolongarlas no tienen ningún punto común. 

El paralelismo tiene la propiedad recíproca, es decir: si una recta es 
paralela a otra, esta otra 
es paralela a la primera. 

Se acepta que toda 
recta es paralela a sí mis- 4 - 
ma, Esta propiedad se lla- 
ma "propiedad idéntica". 

El paralelismo se ex- 
presa con el signo ||. Así: 

AB || CD (Fig. 35). Fig» 35 


49. TEOREMA 7. “Dos rectas de un plano, perpendiculares a una ter- 
cera, son paralelas entre sí”. 


Ds о مع‎ 


с 


HIPÓTESIS: CD 1 AB; EF 1 AB. 
c c 
TESIS: CD || EF. 


<> — 
pEMOsTRACIÓN: Supongamos que CD no es paralela a EF. En este caso 
se cortaría en algún punto, por ejemplo en P. 
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Pero entonces tendríamos que por 

P pasarían dos perpendiculares a la 

misma recta AB, lo cual es imposible 

<> <> 

(Postulado, Art. 44). Luego CD у EF 

no pueden tener ningún punto común 

y, por tanto, son paralelas. Es decir, 
<— <> 


CD || EF. 


50. COROLARIO. “Por un pun- 
to exterior a una recta, pasa una paralela 
a dicha recta”. 


q 
Sea AB la recta dada y E el punto Fig- 36 


<> <> 
exterior Рог E trazamos EF 1 АВ у 
Lad < 


араша CD 1 EF; re- 


sulta entonces , en virtud del 
teorema anterior. (Fig. 37). 


ë E б 51. POSTULADO DE EUCLI- 


| DES. “Por un punto exterior a una 
I recta; pasa una: sola paralela. а dicha 


recta”, 
A B En el capítulo 1, ya se hicieron 


| las observaciones correspondientes a es- 
| te postulado, muy discutido y cuya ne- 
! gación dio origen a las geometrías no 
Fig. 37 euclidianas. 


59. COROLARIO I. “Dos rectas 
paralelas a una tercera, son paralelas 
entre si”. 


HIPÓTESIS: € € Ё 
CD || AB; (Fig. 38) g—À yw  — YF 


€= <> 2 
EF || АВ. ы2 33 
TESIS: o. v 9 
EF || CD. 
<> Led 
DEMOSTRAGION. Si EF y CD по A B 


fueran paralelas, se cortarían en un 
punto P. Fig. 38 
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> 
Entonces por el punto P pasarían dos paralelas a AB, lo cual es contrario 
al postulado de Euclides. 
> > 


Por tanto: EF || CD. 
53. COROLARIO IL “Si una recta corta a otra, corta también a las på- 


ralelas a ésta”. 
HIPÓTESIS: E 


e» 


AB || Ср (Fig. 39) 
ЕР corta AB en P. 
a б 
А - 8 
TESIS: 


c <-> 


ЕЕ corta а CD. 
Е 


DEMOSTRACIÓN: Su- c 


<=> 
pongamos que EF по cor- 


e» 
ta a CD. Entonces sería Fig. 39 


paralela a ella. Par esto es motie porque tendríamos por el mismo punto P, 


e e <> 


-» ре 
dos paralelas a CD; la recta AB y la recta EF. Por tanto EF corta a CD. 


54. COROLARIO Ш. “Si una recta es perpendicular а ira, es también. 
perpendicular a toda paralela a esta otra". 


HIPÓTESIS: 
E 
AB || CD (Fig. 40). 
چس‎ > 
GH 1 AB. 
TESIS: 
> > 
GH 1 CD. 
> 
pEMosrRACIÓN: Si GH 
<-> 
corta.à AB, también corta 
16 Fig. 40 


a CD. Supongamos que 


c 
el punto de intersección es P y que GH no es рки а CD. Entonces, 
пан = e 
por P podríamos trazar EF | io a ÉF || АВ, o sea, que por 
<> <> 
CD у EF. Esto es imposible, 


<> 


< 
el mismo punto P pasarían dos paralelas а АВ, las 
> > 


por tanto: СН 1 CD. 
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55. CARACTERES DEL PARALELISMO: 


1°) Idéntico: “Toda recta es paralela a sí misma”; 
2") Recíproco: "Si una recta es paralela a otra, ésta es paralela.a la 


primera", 


39)  Transitivo: "Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas 


entre si”, 


Con esto. sabemos que es verdade: 
ra la tesis que queremos demostrar. 


57. PROBLEMAS GRAFICOS: 

1) Trazar una perpendicular en 
el punto medio de un segmento. 

Sea el segmento AB (Fig. 41). Con 
una abertura de compás mayor de la 
mitad del segmento y haciendo centro 
en Á y en B, sucesivamente, se trazan 
los.arcos o, m, n y p, que se cortan en 
C y D, respectivamente. Uniendo C 


Fig 41 


con D, tenemos la perpendicular en el punto medio H, del segmento AB. 


2) Trazar una perpendicular en un punto cualquiera de una recta. 


A 


Fig. 42 


Sea P un punto cual- 
quiera de la recta AB (fi- 
gura 42), Haciendo centro 
en P y con una abertura 
cualquiera del compás, se 
trazan los arcos m y n; 
haciendo centro en los pun- 
tos enque estos arcos cor- 
tan a la recta se trazan 
los arcos q y r, que se cor- 
tan en el punto S. Unien- 


do S con P, se tiene PS que es la perpendicular buscada. 
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3). Trazar una perpendicular en un extremo de un segmento sin 


prolongarlo (Fig 43) 

Sea AB el segmento. Para trazar la 
perpendicular en un extremo B, se hace 
centro en B y con una abertura cual- 
quiera de compás, se traza el arco pg r 
que corta a AB en C. Haciendo centro 
en C y con la misma abertura, se se- 
ñala el punto D; haciendo centro en D 
se señala el punto E. Haciendo centro 
en D y en E, sucesivamente se trazan 
los arcos s y t, que se cortan en U. 
Uniendo U con B, tendremos la per- 
pendicular buscada. 


o Yeso 


4) Por un punto P exterior a una recta AB trazar a ésta una parale- 


Fig 44A 


> 

La recta PM es paralela a la recta 

5) Trazar la  bisec- 
triz de un ángulo. 

Sea el ángulo ABC 
(Fig. 44 B). 

Haciendo centro en el 
vértice B se traza el ar- 
со OMN. 

Con centro en M tra- 
zamos el arco r y con cen- 
tro en N el arco s. Enton- 
ces r y s se cortan en P. 


la (Fig. 44 A). 

Por un punto cual- 
quiera C de la recta y 
con radio CP se traza el 
arco ОР. Haciendo cen- 
tro en P y con el mis- 
mo radio se traza el arco 
ACE. 

Con centro en C y 
tomando una abertura de 
compás igual a PD se se- 
fiala el punto M. 


AB y pasa por P. 


Fig. 44-B 
La setñirvecta: BP esla: hisectriz del ángulo ABC; 


40 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
58. RECTAS CORTADAS POR UNA SECANTE. Al cortar dos rec- 


> <-> 
tas, AB y CD (Fig. 45) 
> 
por una tercera recta SS” 
llamada secante, se for- 
man 8 ángulos, 4 en ca- 
da punto de intersección. 
59. ANGULOS IN 


TERNOS. Son los ángu- 
los 24, 23, 26, Z5. 


60. ANGULOS EX- 
TERNOS. Son los ángu- 
los 71, Z2, 28, 27. 


Fig. 45 


61. ANGULOS ALTERNOS. Son los pares de ángulos /3 y Z5; 


44y 46; Liy Z7; ¿2 y Z8. 
Los ángulos alternos pueden ser: 
1) alternos internos: 73 y 5; ¿4 y Z6; 
2)-alternos externos: /1 y Z7; Z2 y Z8 


62. ANGULOS CORRESPONDIENTES. Son los pares de ángulos 


41 у 25,22 y 26, Z8 y 17, Z4 y £8. 


63. ANGULOS CONJUGADOS. Son dos ángulos internos, o dos ex- 
ternos, situados en un mismo semiplano respecto a la secante. 


Los ángulos conjugados pueden ser: 
1) conjugados internos: 
2) conjugados externos: 


¿3 y LARES 
19у 47; Z1 y 48: 


64. PARALELAS CORTADAS POR UNA SECANTE. Posrurano; 


Fig, 46 


"Toda secante forma con 
dos paralelas ángulos co- 
rrespondientes iguales". 
БЭЭ 

Si AB || CD, se ve- 
rifica (Fig. 46); 
£145 z89 ¿7 
19-26 24-18. 


65. LEMA, Admiti- 
do el postulado anterior se 
demuestra que “Si una se 
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cante forma сот dos rectas de un plano, ángulos correspondientes iguales, 
dichas rectas som paralelas". 
HIPÓTESIS; 
L1= 19 (Fig. 47). 
=> < 
resis: АВ || CD. 
DEMOSTRACIÓN por el 
método de reducción al 
absurdo: Supongamos que 


o эж 
АВ no es paralela a CD. 
Entonces podremos trazar 
q. <> 

АВ || CD (postulado de 
Fig. 47 Euclides). 


Tendríamos: / а = /2, en virtud del postulado. 
Comparando esta igualdad con la hipótesis, tenemos: 


Z a= ¿9; 412229 Эр £a = ¿1 (carácter transitivo), 
Esta conclusión es absurda a menos que la recta АТ! coincida con la 
сэ € و‎ 


recta AB. Luego AB || CD, como se quería demostrar. 


66. TEOREMA 8 "Toda secante forma con dos paralelas ángulos al- 
ternos internos iguales". 
$ <-> <-> 
тирдтЕн | AB||CD; SS' es una secante (Fig, 48); 
7 4 e } son ángulos alternos internos, 
TESIS: 
#%= 46; 
2355 7/5, 
DEMOSTRACIÓN: 
14:19 
(opuestos por el vértice); 
= /6 
(correspondientes); 
14:16 
(carácter transitivo). 
Análogamente se de- 
muestra que /3— £5. 


67. RECIPROCO. “Si una secante forma con dos rectas de un plano 
ángulos alternos internos iguales, dichas rectas son paralelas”. 


Fig 48 


42 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
68 TEOREMA 9, “Toda secante forma con dos paralelas ángulos al- 
ternos externos iguales", 
Xe dp 


HIPÓTESIS: ÁB || CD; SS' es una secante (Fig, 49); 


x Íg ángulos alternos externos 
s TESIS: 


11-47, 
А — в 19 = Z8. 
DEMOSTRACIÓN; 
£12 48. (1) 
(opuestos por el vértice); 
€ D £3=47 @) 
(correspondientes); 
Comparando (1) y 
© (2); ¿15.47 
Fig, 49 (carácter transitivo), 
Análogamente se demuestra que /2 = 18. 


69, RECIPROCO, "Si.una secante forma con dos: rectas de un plano, 
ángulos alternos externos iguales, dichas rectas son paralelas", 

70, TEOREMA 10, “Dos ángulos conjugados internos, entre paralelas, 
son suplementarios”, 


€ < 


„ HIPÓTESIS; AB || CD; S5’ es una secante (Fig, 50); 


43у 237 conjugados internos 
44y 1 
TESIS; 
43+ 26-28, 1/2 
44+ L5=2R. A 3 8 
DEMOSTRACIÓN; 3 


45+ 16-28 (1) 
(por adyacentes); 
£5z ¿3 (2) £ D 
(por alternos internos), 8/7 
Sustituyendo (2) en 
a): $' 
43+ 26 — 28. Fig, 50 
Por el axioma que dice: Un nümero se puede sustituir por otro igual en 
cualquier operación entre números, 
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Análogamente se demuestra que /4 + 75 = 2R. 


71. RECIPROCO. “Si una secante forma con dos rectas de un plano 
ángulos conjugados internos suplementarios, dichas rectas son paralelas" 

72. TEOREMA 11. 
son suplementarios”. 
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"Los ángulos conjugados externos, entre paralelas, 


ا < 

АВ || CD; SS' es una secante (Fig. 51); 
41y 48 son ángulos conjugados externos. 
12 y 17 J 


HIPÓTESIS: 


TESIS: 
41+ 28—92R; 
49+ 47 —9R. 
DEMOSTRACIÓN: E 
47+ 48=9Н (1) 
(por adyacentes); 
41-44 (2) 525 
(por alternos externos). 
Sustituyendo (2) 
(1): s 
41+ 28—9R. Fig. 51 
Análogamente se demuestra que £2 + 77 = 2R. 


73. RECIPROCO. "Si una secante forma con dos rectas de un plano ángu- 
los conjugados externos suplementarios, dichas rectas son paralelas". 


s 


EJERCICIOS 


(1) ¿Tiene la perpendicularidad la propiedad recíproca? ¿Y la pro- 
piedad idéntica? 


s s R.: Si; no. 
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сэг وس‎ 


(2) Si АВ || CD, 55° es una secante y /1-— 120°; hallar los 


otros ángulos. RE = 4#%= L 6= /8— 60°, 
Z3= /5 = 07 190°, 
qu > <-> 
(3) 81 MN || 


PQ. SS' es una secante y ди hallar los 


RELi=13= 25 7= 60°, 
Z2= £4'= /6= /8 = 120°, 


otros ángulos. 


< сэ 
(4) Si PQ | || MN. SS' es una secante y /1— 5z, /6— 132; hallar 
todos los ángulos, A: 21-432 ¿5= 42—505; 


12= 24 46 = 82-130. 


5 
A c 
I 
P e Q 
4N3 
546 ZA 
M 
N à 
BNT E 
s 


Ejer, 4 

D <-> < 

(5) Si AB |! CD, demostrar que: 
41+ Z2 +-Z8 = R. 

c E <> 

(6) La recta CE es bisectriz del 
LBCD y ¿A= 7B. 
Š Demostrar que: 
X9 < 
EC || AB. 
A B 
Ejer, 6 
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> <-> 
(8) Si AB || CD; 
€ o 
(9) Si EH || DA; 
4c <> 
LK || МЈ 
y /АВ]=100°, 
hallar: ZFGB y ZCFG. 


R; Z FGB = 80°; 
ZCFG = 100°. 


€» > 
(10) Si AB || CD, 
<> 


EF es una secante, 
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<» < 
(7) Si AD || BC, 
с er 
CD || AB, 
¿BAD=2x 
y 42А8С--6х, 
halla: / АВС; ZBCD; 
¿CDA; ¿DAB. 
E 
8 R.: 
2 АВС = ¿CDA = 135°; 
7 ¿BCD = 2 РАВ = 45°, 
L M 
E - H 
D - A 
100* 
K y 
Ejer. 9 


et 
EF || ОН y ZEMN = 60°; Hallar / HPD. 
R. ¿HPD= 190°, 


E 
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ond 


GH es bisectriz del / AGI 
y LAGH = 30°; 
hallar /CIF. 

R.: /СТЕ = 190°, 


<> <> 
(11). Si AB || MN 


y .4CON = 1305; 
hallar / ABC. 
R. / АВС = 50°. 


LOS FENICIOS. Hacia el año 1.500 a. d. C. los fe- 
nicios recorrían el Mediterráneo vendiendo toda 
clase de mercancías. La navegación les dio valiosas 
experiencias sobre el Cielo y la Tierra, que nin- 
gún otro pueblo había tenido antes. Sabían que la 


74. TEOREMA 12. 


Tierra era esférica, por la observación de los 
barcos que aparecian en el horizonte: mástiles y 
velas en primer lugar. Descubrieron la estrella 
polar: y-absorvaron la posición de los sombras 
proyectadas por un cuerpo iluminado por el Sol. 


“Dos ángulos que tienen sus lados respectivamente 


paralelos y dirigidos en el mismo sentido son iguales”, 


no 
BA || BA’; 

> 
ВС || ЕС; 


Z АВС y ¿ABC tienen sus lados dirigidos en el mismo 


sentido. 


ZABC = Z A'B'C'. 
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Construcción auxiliar: Prolongue- 
mos el lado CF’ hasta que corte al 
lado BÀ formándose el a. 
2 АВС = Za; 
(por correspondientes); 
ZA'B'C' = La; 
(por correspondientes); 
Z. ABO = ¿ АВС: 
(carácter transitivo). 
75. TEOREMA 13, “Dos ángu- | 


paralelos y dirigidos en sentido contrario, 
Fig 52 son 1 7 


HIPÓTESIS: 
pe — 
2: BA || В'А'; Рр, 53) 
uiua is EE 
Be уа BC || EC". 
ZABC y ZA'B'C tie- 
nen sus lados dirigidos 
en sentido contrario. 
© TESIS: 
A LABC = £ A'E'C'. 


А 


Fig, 53 
— ете), 
Construcción auxiliar: | Prolonguemos los lados A'B’ y C'B' para formar el Za. 


DEMOSTRACIÓN, 


ZABC = La; Por tener lados paralelos y dirigidos en el 
mismo sentido, 
ZA'B'C' = La; Opuestos por el vértice, 


L АВС = / A'B'C'; | Carácter. transitivo, 
76. TEOREMA 14. "Si dos ángulos tienen sus lados respectivamente 


paralelos, dos de ellos dirigidos ёп el mismo sentido, y los otros dos en sentido 
contrario, dichos ángulos son suplementarios" 
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HIPÓTESIS: BA || B'A' y en sentido contrario (Fig, 54) 
> 
BC || B'C' y en el mismo sentido. 
TESIS: Z ABC + 2 A'B'C' = 2R. 


‹— 
Construcción auxiliar: Prolonguemos A'B' formándose el ángulo a. 


DEMOSTRACIÓN: 
Z A'B'C' + /a—9R (1) 
(por adyacentes); 
La= ¿ABC (2) 
(por tener 1872 paralelos 
y del mismo sentido). 
Sustituyendo (2) 
(1) tenemos: Por el axio- 
ma: Un número sc puede 
sustituir por otro igual en 
cualquier operación entre 

números. 


Z A'B'C' + 2 ABC = 2R. 


c 


77. TEOREMA 15. “Dos ángulos agudos cuyos lados. som respectiva- 
mente perpendiculares son 
iguales", 


A HIPÓTESIS: 
وت‎ TA 

i BA 1 БАГ (Rig. 55). 
— — 

| с ВС 1 BC’; 

| ¿ABC < 18; 

| LABIO < AR. 

I 


N TESIS* 


ZABC = LABO. 


l 
| 
B A Construcción auxiliar: 


Tracemos тов B las se- 
Fig. +55. 
cm mirrectas BA" | EA y 
вс" ll mo de manera que / А”ВС” = / A'B'C' por tener lados paralelos 
y del mismo sentido. Además se forma el Za. 
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DEMOSTRACIÓN: 
<-> iad +? — 

ZC"BA" + да = 1R, por ser BC 1 B'C' у BC" || B'C', según el Art. 54 

<-> =. 
es BC | BC". 
Trasponiendo: 
ZC"BA" —1R— la (1) 

4-9) 0688-0169: 6-0 

ZABC+ Za = 1R, рог ser BA 1 BA’ , BA" || B'A’ es, según el Art. 54, 
< c 
BA" | BA. 
Trasponiendo: 
ZABC=1R— Za (2). 
Comparando (1) y (2): 
4C"BA" = ¿ABC (3; Carácter transitivo, 
Pero: 
£C"BA" = ¿ABC (4); Lados paralelos en. el mismo sentido, 


Sustituyendo (4) en (3), tenemos: 
Z A'B'C' = / АВС. 


78. TEOREMA 16. “Dos ángu- 
los, uno agudo y otro obtuso; que tienen 
sus lados respectivamente perpendiculares 
son suplementarios”, 

HIPÓTESIS: 

>-< وس 

ВА! 1 BA; (Vig. 56) 
=) > 

B'C' 1 BC; 
ZABC<AR; 

Z A'B'C' > AR. 

TESIS: 

Z ABC + /АВС = 9n. 
Construcción auxiliar: Prolongue- 


< 


Fig. 56 mos A'B’ hasta que se forme el / a. 
DEMOSTRACIÓN: 
ZABC = га (1); Por tener lados perpendiculares y ser los 


dos ángulos agudos. 
£A'B'C'4-aiz-1809' (2). Por adyacentes 
Sustituyendo (1) en (2) resulta: LA'B'C' + 2 АВС = 180°; 


79. TEOREMA 17. “Dos ángulos obtusos que tienen: sus lados respec- 
tivamente perpendiculares son iguales? (Fig; 57) 
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HIPÓTESIS: 
dm ‹—› 
B'A’ 1 BA; 
Өс» <> 
B'C' 1 ВС; 
Z АВС > 18, 
Z A'B'C' > 1В. 


TESIS: 
Z ABC = 2 А'В'С'. 
Сатани auxiliar. 
€ 0 
Prolonguemos AB y AB, 
formándose los ángulos: 


Fig. 57 Za y Ха’, que son igua- 
les por ser agudos y tener sus lados respectivamente perpendiculares 
DEMOSTRACIÓN : 
Z ABC + Za —9R; Adyacentes, 
"Trasponiendo: 
LABC=2R— La (4). 
También: 
АВС =R Lal (9). 
Pero: Ла = la (3). Por agudos y lados perpendiculares, 


Sustituyendo (3) en (2): 

ZA'B'C' 9R— La (4). 

Comparando (1) y (4), tenemos: 

2АВС-- ¿A'BC'; Carácter transitivo, 


EJERCICIOS 


c © 

Р 
R a 
D A А 
60° 

® 

Е 60° 

в 5 N M 


Ejer 1 Ejer 2 
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a) 

AB e e» 

B || АВ, xd ЁС, 
ZEB'D— вой а el ZA 

D R: / АВС — 60°. 
(2) =>» <> > € 
E PN || RS; WN || RQ, 

¿MNP = 60°. Hallar /QRS. 
R.: ¿QRS = 190°, 


120° 


1 (8) TA 
A EF 1 AB, DE | EC, 
8 ¿DEF = 190°. Hallar / ABC. 
ЕЗ Re / АВС = 605, 
tt <-> <-> = 
С TU LRQ; UV а RS; ¿WUX= 30°. Hallar / QRS. 
Rz Z QRS = 300, 
Я 
y > وي بي‎ s 
AB || PQ: BC || MN, 
Z АВС = 70°, 
Hallar: / МОР, / NOP, ү, 
¿NOQ y 4 MOQ. A 
BON X 
В: ¿MOP = 705; Wiss 
¿NOP = 110°; / МОО = R 
= 70°; ¿MOQ= 110°, Ejer, 4 


Ejer 6 
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2 F (6) «=й > фай eom. S 
А'В || АВ, B'C' || BC, 
<— бэ <-> =: 
5 MN 1 AB, NP 1 ВС, 
Q ¿MNP = 48°, 
3 Hallar / A'B'C'. 
B ^ R: z A'B'C' = 48°. 
E (7) 
$e» >. €«— <> 
AB x ED; ВЕ 1 CD; 
¿CDE = 150°.. 
Hallar / ABC. 
AR. ¿ABC = 30°. 
(8) 


<=> جي‎ — х» 
AB || ED; BC || EF; 

<-> бе Ке. <->. 

НІ 1 ЕР; НК 1 ЕР; 
LJHI—1509. * 


Hallar / АВС. 
R.: Z АВС = 30°. 


(9) > > 
D E AC || DE; EF || CD; 
ZEBC =2 / BED. 


Hallar: 
ZB, £C, ZD, ZE. 
В: 
B LB=120%, ¿D = 1905; 
LC=60% ¿E= 60°. 


m (10) 


€ 


> <-> 
СЕ || AC || IK; 


Brent «>з 
AG || CE || JL; 
ZFOD = 60°. 


Hallar: 

ZA, ZO, ZE, 2G. 

Л. 

ZA=60% ¿ZC = 120°; 
[Е = 60°; ¿G=120". 


GEOMETRIA (BALDOR) — 3. 


THALES DE MILETO (640-545 ó 546). Fue el primer de los 3 ángulos de un triángulo es = dos rectos, 
ómelra griego y uno de los siete sabios de о sea 180", Los ángulos opuestos por el vértice 
іа. Tuvo como discipulo А a Pitá- son iguales. Todos los ángulos inscritos en una se- 


oras. En la ilustración son 


nte mostra-  micircunferencia son rectos. Cualquier diámetro di- 


los algunos axiomas ensei por él: La suma vide exactamente al círculo en 2 partes iguales. 


Triángulos y generalidades 


80. TRIANGULO, Es la porción de plano limitado por tres rectas que 
se cortan dos a dos (Fig. 58). 

Los puntos de intersección son los vértices del triángulo: A, B y C. 

Los segmentos determinados, son los lados del triángulo: a, b y c. 

Los lados forman los ángulos interiores que se nombran por las letras 
de los vértices. El lado opuesto a un ángulo, se nombra con la misma letra 
pero minúscula. 

Un triángulo tiene elementos: 3 ángulos, 3 lados y 3 vértices. 

Se llama perímetro de un triángulo a la suma de sus tres lados. 

En el triángulo ABC: AB + BC --CÀ — a-- b -c—92p 
donde p representa al semiperímetro (mitad del perímetro). 
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81.'CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS, а) Atendiendo а 
sus lados: 


Triángulo isósceles.— A 
es el que tiene dos lados 
iguales (Fig. 59). 


c b 
Más adelante vere- 
mos que los ángulos opues- B c 
tos a dichos lados, también a 
son iguales. Es decir: wa 


Si AB — EC, también / A = ZC. 
El lado desigual se suele llamar hase del triángulo. 


Triángulo equilátero. Es el que tiene sus tres lados iguales (Fig. 60). 
Los tres ángulos también son iguales, 


B B 
A © А С 
Fig. 59 Fig, 60 
АВ=ВС АВ = ВС = СА. 


Triángulo escaleno. Es el que tiene sus tres lados diferentes (Fig. 61). 
AB + АС + BC; ZA > LB /С. Sus ángulos son también desiguales. 
b) Atendiendo a sus ángulos: 
Acutángulo. Es el que tiene los tres ángulos agudos (Fig. 62). 
ZA<AR; ZB < 1R; ZC <1R. 
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| c 

| c 

| 

| E [fe 

| T€ B 


| A 
| Fig, 361 Fig. 62 
| Obtusángulo, Es el que tiene un Rape obtuso (Fig, 63): ZA > R. 
Een 
Fig, 63 Fig, 64 
Hecióngulo, Es el que tiene un ángulo recto (lig, 64); ZA — AR. 


Los lados del triángulo rectángulo reciben nombres especiales: 
Catetos son los lados que forman el ángulo recto: AB у AC. 
Hipotenusa es el lado opuesto al ángulo recto: BC. 


| 82. RECTAS Y PUNTOS NOTABLES EN EL TRIANGULO: 
a) Mediana: es el segmento trazado desde un vértice hasta el punto 
medio del lado opuesto: AR, BP y CQ (Fig. 05), 


Hay tres medianas, 
una correspondiente a ca- 
da lado. Se designan con 
la letra “т” y un subindi- 
ce que indica el lado: 
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El punto de intersección, С, de las tres medianas se Пата baricentro. 
b) Altura. Es la perpendicular trazada desde un vértice, al lado opues- 
to o a su prolongación: AM, BP y CN (Fig 66-A). 


Hay tres alturas, una correspondiente a cada lado. Se designan con la 
letra “h” у un subindice que indica el lado (Fig. 66-B). 


AM = ha; 
BP = ho; 
CN = ho. 


Fig, 66-A Fig, 66-B 
El punto O donde concurren las tres alturas se llama or/ocentro, 


c) Bisectriz. Es la recta notable que corresponde a la bisectriz de un 
ángulo interior. Consecuentemente hay tres bisectrices, una para cada ángulo, 
que se nombran generalmente con letras griegas: a (alfa), f (beta), 

y (gamma) (Fig. 67) 


41:43) 
£82 04 
25:46: 


El punto 1 donde con- 
curren las tres bisectrices, 
se llama incentro. 

d) Mediatriz Es la 
perpendicular en el pun- 
to medio de cada lado. 
Hay tres mediatrices que 
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se denominan con la letra 
*M" y un subíndice que 
indica el lado (Fig. 68): 


KS = М,; 
KU = My; 
KT=M.. 


El punto K de inter- 
sección de las tres media- 
trices, se llama circun- 
centro. 

83. TEOREMA 18. "La suma de los tres Ángulos interiores de un 
triángulo vale dos ángulos rectos". 


Vig. 68 


HIPÓTESIS: ZA, ZB 
y ZC son los ángulos in- 
teriores del AABC (figu- 
ra 69). M N 
TESIS: 
£A- ZB + ¿C —9R. 
^ Construcción auxiliar. 
Tracemos por el vértice C, 
— > 
MN || АВ formándose los A в 
43, Ly. 
^ DEMOSTRACIÓN: 


Zz+ ZC+ Zy —9R. (1) Consecutivos a un lado de una recta. 
Pero: Zz= LA (2) 


Fig. 69 


LA (3) Alternos internos entre paralelas. 
Sustituyendo (2) y (3), en (1): Un número se puede sustituir por otro 
48 igual en. cualquier operación entre 
LA + -LBH £C — 9R números, 


Comoranrm. La suma de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
vale un ángulo recto. 


En efecto: si los tres ángulos suman 2 rectos y uno de ellos mide un 
recto, la suma de los otros dos deberá valer un ángulo recto. 

84. ANGULO EXTERIOR DE UN TRIANGULO. Es el formado 
un lado y la prolongación de otro. 

Ejemplo, 42, Zy, Zz son los ángulos exteriores del ЛАВС (Fig. 70). 


por 
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85. TEOREMA 19. “La suma de los ángulos exteriores de un triángulo 
vale cuatro ángulos rectos". 


Fig. 70 Fig. 71 

HIPÓTESIS: Lx, LY, £z son los ángulos exteriores del AABC (Fig. 71) 

TESIS: Lx Ly + ¿z=4R. 

DEMOSTRACIÓN: ZA+ ¿r=2R (1) Adyacentes; 
АВ + Ly=2R (2) Adyacentes; 
LC-F ¿2=2R (3) Adyacentes. 


Sumando (1), (2) y (3): LA ZB + ZC + Zx + Ly + Z2 —6R (4) 


Pero: LA + ZB 4- ZC —92R. (5) Suma de ángulos interiores 
Sustituyendo (5) en (4): 
2R + Lx + /у+ 4®=6Ё Un número se puede sustituir por tro 
igual en cualquier operación entre 
números. 
Zr+ Ly + £z 6R-—9R Trasponiendo, 
SO £r Lly+22=4R Simplificando. 


86. TEOREMA 20. “Todo ángulo exterior de un triángulo es igual a la 
suma de los dos ángulos in- 
teriores no adyacentes”. 


HIPÓTESIS: 
En el ДАВС (figu- [5 
та 72): ¿z= ángulo ex- 
terior. 
4A y ZC ángulos 
interiores no adyacentes ж 
а Ах. 
۹ в 
TESIS: 


АШээ1А НЬ 426. Fig. 72 
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DEMOSTRACIÓN: 
Zz+ ¿B=2R Adyacentes 
¿x=2R— (В (1) Trasponiendo; 


También; ¿A+ ¿B + ¿C=2R Suma de los ángulos interiores; 
у. ZA ¿C=2R-LB (2) | Trasponiendo; 
Comparando (1) y (2), tenemos: 
¿z= LA+ ¿ZC Carácter transitivo. 


87. IGUALDAD DE TRIANGULOS. Dos triángulos son 'iguales si su- 


perpuestos coinciden. 
= c 
-— | 
B 


c o 
A 23 А 


Fig. 73-A Fig. 73-B Fig. 73-0 


Así, por ejemplo, al llevar el triángulo AABC (Fig. 73-A) sobre el trián- 
gulo ДАВС” (Fig. 73-B), observamos que al coincidir A con А’ vemos que 
В (Wig. 73-C) coincide con B' y C con C', es decir. que el triángulo AABC 


coincide con el triángulo A'B'C', decimos que: 
ДАВС = AA'B'C' 


Entonces se cumplen las seis condiciones siguientes: 


AB = AF LA LA 
ZB = 28 
ЯС: 26, 


No obstante, para demostrar que dos triángulos son iguales, no es nece- 
sario demostrar estas seis igualdades puesto que veremos que si se cumplen 
tres de ellas, siempre que por lo menos una se refiera a los lados, necesaria- 
mente se cumplen las otras tres condiciones. 


Es decir, en el capítulo siguiente demostraremos que (los triángulos son 
iguales si tienen iguales: 
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12) Un lado y los dos ángulos adyacentes (Fig. 14): 


Si AB = AF, ¿A= LA, ¿B= LB’; 
Entonces ДАВС = AA'B'C'. 


c c 
А B А B 


Fig 744 Fig 74B 
ovy Dos lados y el ángulo comprendido entre ellos: (Fig. 15): 


Si AC = AC, AB = AB, ¿A = А"; 
Entonces ДАВС = AA'B'C'. 


Fig. 754 Fig, 758 
39) Los tres lados: (Fig. 76): 


Si AB = АВ, BC = ВС, СА = CA, 
Entonces ДАВС = AA'B'C'. 


Observación. Los alummos tienen tendencia a creer que dos triángulos 
también son iguales si tienen los tres ángulos respectivamente iguales. Esto 
no es cierto, hay triángulos como AABC y AA'B'C' (Fig. 77) que tienen sus 


Casos de igualdad de triángulos 


89. PRIMER CASO Teorema 21. “Dos triángulos son iguales si tienen 
un lado igual, y respectivamente iguales los ángulos: adyacentes a ese lado“ 


mreórrss. En la figura 78 tenemos que: 
АБ = АВ LA= LA Z B = LB. 
TESIS: ДАВС = AA'B'C', 


DEMOSTRACION:  Llevemos (postulado del movimiento) el ДАВС sobre 
AA'B'C' de manera que el vértice А coincida con el vértice A” y el lado 
AB coincida con el lado AB’. Entonces: 
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c ©! 
— 22 


Fig. 78-A Fig. 78-В 

El vértice B coincidirá con el vértice В. Porque AB = АЛУ por hipótesis, 
El lado BC coincidirá con FC. 
El lado AC coincidirá con AT. 

2. El vértice С coincidirá con C”. 


Porque / 
Porque / 


= ¿B' por hipótesis. 
Z A' por hipótesis, 
Postulado (dos rectas que se cortan 


tienen un solo punto común). 
Todos los elementos del A АВС han coincidido con los elementos del AA'B'C'. 


ДАВС = AA'B'C'. 


90. SEGUNDO CASO. Тковкмл 22. “Dos triángules:son iguales Si tie- 
nen dos lados у el ángulo comprendido entre ellos, respectivamente iguales". 


A B А! в 
Fig. 79-А Fig. 79-В 

miróresis: (Fig. 79) AB = AF; АС = AC; ¿A= ZA. 

TESIS: 


ДАВС = AA'B'C'. 


| 
| 
| 
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DEMOSTRACIÓN: 
Llevemos el ДАВС sobre el AA'B'C' de Postulado del movimiento, 
manera que el / A coincida con el / A”. 
El vértice B coincidirá con el vértice B’, Porque AB = AF por hipótesis. 
El vértice C, coincidirá con el vértice С'. Porque АС = AC por hipótesis, 
BC coincidirá con FC. Postulado (dos puntos determinan 
una recta). 
Todos los elementos han coincidido... ЛАВС = AA'B'C'. 

Совоглню. En todo triángulo isósceles ABC, a lados iguales se oponen 
ángulos iguales. En efecto: basta considerar el triángulo dado y el mismo inver- 
tido ACB y ver que superpuestos coinciden los ángulos de la base: el ángulo В 
con el C y el С con el B. 


91. TERCER CASO. Teorema 23. “Dos triángulos son iguales si tienen 
sus tres lados respectivamente iguales”. 


HIPÓTESIS. (Fig 80): АА-А “BO=BC), CA-CA. 
TESIS: ДАВС = AA'B'C'. 


o 


Ж lo E. 5 | 
Fig 80 š 


Construcción auxiliar, Llevemos el AA'B'C' sobre el A АВС, de manera 
que AF coincida con AB y el vértice С” en el semiplano opuesto al que con- 
tiene a C. Sea C" la posición del vértice C”. Los lados A'B’ y BO’ ocuparán las 
posiciones AC" y BC" respectivamente. Uniendo C con C”, se formarán /\ АСС” 
y ABCC”; ambos isósceles ya que АС = АС” y BC = BC" por hipótesis; en- 
tonces Z ACC" = / AC"C y £ ВСС” = / BC"C por ser ángulos en la base de 
triángulos isósceles. 

DEMOSTRACIÓN: 

Lu" = ¿ACTO Construcción; 
ИВС" = /BC"C Construcción; 


CASOS DE IGUALDAD DE TRIANGULOS 67 
Z ACC" + / BCC" = / AC"C + /ВС"С (1) Sumando miembro a miembro 
Pero: 


1 ACC" + 7 BCC" = 4C (2) Suma de ángulos 
y £AC"G + ZBC"C = 2C" — zÇ (3) Suma de ángulos 
Sustituyendo (2) y (3) en (1) Axioma; 
tenemos: C= 1C 
АО d Hipótesis; 
BC=BC Hipótesis; 
10-10 Demostrado; 
ДАВС = AA'B'C' Por el segundo caso, 


92, IGUALDAD DE TRIANGULOS RECTANGULOS Todos los trián- 
gulos rectángulos tienen un elemento igual el angulo recto; basta que se 
cumplan solamente dos condiciones para la igualdad de los mismos. 


En la igualdad de triángulos rectángulos, podemos considerar los si- 
guientes casos: 


1") La hipotenusa y un ángulo agudo iguales (Fig 81): 
LAS ZA —AR. 


Fig, 81 


Si BC = BFC y ¿B = /В entonces ДАВС = AA'B'C' porque al ser 
iguales los ángulos ZB y ZB’ también lo son los ZC y /C' que son comple- 
mentos de ángulos iguales. Los dos triángulos tienen pues iguales un lado y 
los dos ángulos adyacentes. 
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2°) Un cateto y un ángulo agudo iguales. 
a) Un cateto y el ángulo adyacente (Fig. 82): 


dM EM AR. 


us gaps SI = 


Fig 82 


Si AB = АВ y ¿B = /B' entonces ДАВС = AA'B'C', por tener un 
lado igual e iguales los dos ángulos adyacentes. 


b) Un cateto y él ángulo opuesto (Fig. 83): 
Z4 m ¿4 =1R 


" с 
A — g А мандал 8 


Fig 83 


Si AB = АВ y4C—4C' entonces ЛАВС = AA'B'C', porque al ser 
iguales los ángulos ZC у ZC" también lo son /В у ZB' que son sus comple- 
mentos. Los dos triángulos tienen pues iguales un lado y los dos ángulos ad- 
yacentes, 

3°) Los dos catetos iguales (Fig 8%): 
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€ e 
ES à PN 9 
Fig 84 
Si AB — AF y AC = AC entonces AABC = AA'B'C' por tener dos 


lados iguales e igual el ángulo comprendido, ya que Z A = Z A' = 1R. 
4*) La hipotenusa y un cateto iguales (Fig. 85): 


c с 
227 E d 
A B A ps B 


Fig. 85 


Si BC = ВС y AB = AP entonces ДАВС = AA'B'C', En efecto más 
adelante, al estudiar el Teorema de Pitágoras, veremos que si dos triángulos 
rectángulos tienen iguales la hipotenusa y un cateto, tienen también igual 
el otro cateto. 

De aquí resulta que los dos triángulos ABC y A'B'C' tienen sus tres 
lados iguales y, por lo tanto, son iguales. 


93. APLICACIONES DE LA IGUALDAD DE TRIANGULOS.— 
1: Para demostrar que dos segmentos son iguales suele ser útil demostrar 
que se oponen a ángulos iguales en triángulos iguales. 
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2) Para demostrar que dos ángulos son iguales suele ser útil demostrar 
que dichos ángulos se oponen a lados iguales en triángulos iguales. 


EJERCICIOS 

(1) Si (1-5 Z2 y /3 = £4, demostrar que: AABC = ЛАВР. 
(2) Si AC— AD y ¿1= Z2; demostrar que AABC = ЛАВР. 
(3) Si AC = AD y BC = BD; demostrar que AABC = AABD 


A 


Ejercs „1-2-3 Ejer 2 4-5 
<-> <-> 
(4) Si AB || CD y AB = CD; demostrar que Л АОВ = ACOD. 
(5) Si O es el punto medio de AD y de BC, demostrar que: 
AAOB= ACOD. 


x <> 


(6) 51 AB || CD; 
demostrar que: 
AACD — AACB. б c 
(7) Si CD AB y 77 
21 = £3; demostrar que / 
AACD = AACB y 


ВС = AD. 
(8 Si AD—EC y A 5 


CD — AB; demostrar que айгы 
AACD = AACB y ¿D= LB: 


i» 
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(9) ЛАВС es isósceles; D у F son los puntos medios de АС y ВС. 
Demostrar que AF = BD y /1— 79. 


{ш 
р F 
ам 
B A B 


Ejer 9 Ejer, 10 


(10) ДАВС es isósceles; D y F son los puntos medios de AC y BC. 
Demostrar que АО = ВО, DO = FO у /3— 44. 


e <> 
(11) Si BD 1 АС, 21 = ¿9 
y AD — CD; demostrar que: 
AABD — ACBD. 


A 
> <> 
(12) Si BD | AC y ZA = 2С; 
demostrar que AABD — ACBD. 
> > 
(13) S1 BD | AC y 41 = Z2; 
demostrar que: AABD = ACBD; 
AD = CD; ¿A = (С. D B 
<> <> 
(14) Si BD 1 AC y B es el pun- 
to medio de AC; demostrar que: 
213. 
<> <-> 
(15) Si BD 1 AC y AD = Ср; 
"BC. С 


demostrar que АВ — ВС. 
Ејегс 11-15 


> > rt» 


c: 
(16) Si DA 1 AB y CB 1 AB; demostrar que ЛАВР” = AABC. 
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c a 
А 4 
° 
D B 
Ч 
с 5 х 


Ejeres 14-15 Ejeres 16-20 


> «€ € 


(17) Si DA 1 AB, CB 1 AB y AD = EC; demostrar que: 


AABD — AABC. 
> € < <— 
(18). Si DA L AB, CB 1 AB y /С = 4D; demostrar que: 
AABD = ДАВС. 


و ج € ج 


(19) Si DA 1 AB, CB 1 AB y ¿1= £2; demostrar que: 
ЛАВР = ДАВС. 
<> ج‎ > 


(20) Si DA 1 AB, CB 1 AB, AC = BD y ¿C= 1D; demostrar que: 
ЛАВР = ДАВС. 


HAEIF ATEQMETPHTOZ 
ЫЛТО MOY THN 3TETHN 


xóm "NADIE “ENTRE QUE QUE 
ОРОН: m sostiene en el Ti- — saedro y cubo. Platón. contemple n 
555 ге Dis dio а ойи lo cosas la mayor per más con ojos de poeta que con mirada бөм 


Polígonos 


94... DEFINICIONES. Se llama рої допо. а la porción der plano limitada 


poruna:curva: cerrada, Шатаа linea poligonal. 


El poligono es convexo (Fig. 86-A) cuando está formado por una poli- 
gonal convexa y es cóncavo (Fig, 86-B) si está formado por una poligo- 
nal cóncava, 


Los lados y vértices de la poligonal son los lados y vértices del polígono. 


Angulos internos o interiores de un polígono, son los formados por cada 
dos lados consecutivos. 
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Angulos exteriores o externos de un polígono son los ángulos adyacentes 
a los interiores, obtenidos prolongando los lados en un mismo sentido. 


D 
E D 
c E 3 
E Р 
G 
K B A B 


Fig. 86-A 
En la figura 87 tenemos: 
Z ABC ¿DEF 
Angulos 
dd и ¿BCD LEFA 
ZCDE ¿FAB 


Fig. 86-B 


£4 £4 


Angulos 
externos: dd 45 


23. 26 
Los lados del polígo- 
no son los lados de la po- 
ligonal: AB, BC, CD, etc. 
El número de lados 
del polígono es igual al 
nümero de vértices y de 
ángulos. La línea poligo- 
nal que limita al polígono 
se llama contorno, Peri- 
metro de un polígono es 
la longitud de su contorno, 
es decir, la suma de sus 
lados. En la Fig. 87; 


Polígono regular (l`. 58) es el que tiene todos sus lados y ángulos iguales, 


es decir que es equilátero y equiángulo. 


De acuerdo con el número de lados, los polígonos reciben nombres espe- 
ciales, El polígono de menor número de lados es el triángulo. 
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Nombre 


.. triángulo 

- cuadrilátero 

pentágono E D 
hexágono 

eptágono 

. осійропо 

enédgono e 
к decágono 
once .............. Endecágono 
осв. .. ... dodecágono 
quince ..... pentedecágono 


Los polígonos de 13, 14, 16, 17, 18, 
19, etc. lados, no tienen nombre especial. Fig. 88 


95, DIAGONAL, Se 
llama diagonal al segmen- 
to determinado por dos D 
vértices no consecutivos. 
En la figura 89 los 
segmentos AC y "BD son E ё, 
diagonales. 


96, TEOREMA. 24. 
"La suma de los ángulos in- 
teriores (S,) de un polígono А в 
convexo es igual а tantas 
veces dos ángulos rectos, Fig. 89 
como lados menos dos ticne.el polígono”, 


нїрбткзїз: Z A, Z B, Z C, etc son 
los ángulos interiores de un poligono 
convexo de n lados. 


TESIS: 
&= ¿A+ ¿B+ >: =2R(n—2). 
Construcción auxiliar, Desde un 
vértice cualquiera, tracemos todas las 
diagonales que parten de ese vértice. 
El polígono quedará descompuesto en 
n—2 triángulos. Fig. 90 
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DEMOSTRACIÓN: La suma de los ángulos interiores de los n — 2 triángu- 
los es igual a la suma de los ángulos interiores del polígono. 

La suma de los ángulos interiores de cada triángulo vale dos rectos, 
es decir 2R. 

Como el número de triángulos en que se ha descompuesto el polígono 
de n lados es n — 2, resulta: 

S, — Suma de los ángulos interiores del polígono — 2R (n— 2). 

Aplicando la fórmula al polígono de la figura 90, tenemos: 


S, = 2R(6 — 2) = 8R. 


97. VALOR DE UN ANGULO INTERIOR DE UN POLIGONO REGU- 
LAR. Como el polígono regular tiene todos sus ángulos interiores iguales, 
el valor “2” de uno de ellos lo hallaremos dividiendo la suma entre el núme- 
ro “n” de ángulos. 

¡=$ 
n 


Y como S, — 2R(n — 2), resulta: 
¿Se s 


n 


^ 98. TEOREMA 95. “La suma de los ángulos exteriores (S;) de' todo 
polígono convexo es igual a cuatro ángulos rectos" (Fig. 91) 

HIPÓTESIS: (1, Z2, etc; +=. son 
los ángulos exteriores de un polígono 
convexo de n lados. 

TESIS: S,=/¿14¿9- = = 4R. 

DEMOSTRACIÓN: El ángulo exte- 
rior y el ángulo interior en cada vér- 
tice, suman dos rectos por ser adyacen- 
tes. Multiplicando este valor por el 
número de vértices “л”, tendremos la 
suma de todos los ángulos interiores, 
más la suma de todos los ángulos ex- 


Fig. 91 teriores, es decir: 
S, +S, = 2R:n; 
de donde S, = 2R-n — 5; a) 
pero: S, = 2R(n — 2). (3) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


S, = Rn — 2R(n —2); 
S, = 9Rn — 9Rn + 4R; SOS =4R. 
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99, VALOR DE UN ANGULO EXTERIOR DE UN POLIGONO RE. 
GULAR. Como todos los ángulos interiores de un polígono regular son igua- 


les, los exteriores también lo serán. Para hallar el valor de “e” de un ángulo 
exterior, dividiremos la suma de todos ellos entre el número de ángulos que 
hay. Es decir: 


S, 
e=— 
n 
y como S, = 4R, resulta: 
4R 
e=—. 
n 


100. TEOREMA 26. “El número de diagonales que pueden trazarse desde 
un vértice es igual al número de lados menos tres”. 

miróresis: ABC +-+- es un polígono de n lados; d = número de diagona- 
les desde un vértice. 

TESIS: d=n-—3. 

DEMOSTRACIÓN: Si desde un vértice cualquiera se trazan todas las dia- 
gonales posibles, siempre habrá tres vértices a los cuales no se puede trazar 
diagonal: el vértice desde el cual se trazan y los dos vértices contiguos. 

Como el número de vértices es igual al número de lados n. resulta: 

d=n-—3. 

Aplicando la fórmula al pentágono de la figura 92 resulta; d = número 
de diagonales desde un vértice — 5 — 3 — 2. 


Fig. 92 Fig. 93 


101. TEOREMA 27. Si n es el número de lados del polígono, el número 
total de diagonales D, que pueden trazarse desde todos los vértices, está dada 


por la Меша D = SSF 


| 
| 
j 
| 
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nivóresis: ABC =: es un polígono de n lados. 
D = número total de diagonales. 


TESIS; D = a, 


pemosrración: Desde un vértice pueden trazarse п — 3 diagonales. 

Como hay n vértices, el número de diagonales será n(n — 3). Pero como 
cada diagonal une dos vértices, de esta manera hemos contado doble número 
de diagonales. Luego: 


pla 


Ejemplo: Aplicando la fórmula al pentágono de la figura 93 tendremos: 


102. TEOREMA 28. "Dos polígonos son iguales si pueden descomponerse 
en igual número de triángulos respectivamente iguales y dispuesto, del mismo modo", 


Fig. 94-A Fig. 94-В 
mvoresis: ABCDE y A'B'C'D'E' (Vig. 94) son dos polígonos tales que: 
ДАВС = AA'B'C'; 
AACD — AA'C'D'; 
ЛАРЕ = AA'DE', 
TESIS: ABCDE = A'B'C'D'E'. 


Demostración: Siendo respectivamente iguales los triángulos en que han 
quedado descompuestos ambos polígonos, resulta: 


Ademas: 


También: 
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AB = АВ 
TO РС. 
ep = TD por ser lados de triángulos iguales, 
DE- DE ( 
EA — EX. 
¿zB = LB”) 
! jor oponerse a lados iguales en-tiñángulos iguales. 
¿E= ¿E 
ZA= ¿A 
2602-0126 l por sumas. de ángulos respectivamente iguales, 
¿D = ¿D' Í 


Por tanto: ABCDE — A'B'C'D'E' por tener lados y ángulos respectivamente 


iguales. 


103. 
en igual ni 


(9) 
(10) 


(11) 


RECIPROCO. "Si dos polígonos son iguales, se pueden descomponer 
úmero de triángulos respectivamente iguales e igualmente dispuestos”. 


EJERCICIOS 


Hallar la suma de los ángulos interiores de un cuadrado. R.: 360^. 
Hallar la suma de los ángulos interiores de un octágono. R.: 10809. 
Hallar la suma de los ángulos interiores de un pentágono. R.: 540°. 
¿Cuál es el polígono cuya suma de ángulos interiores vale 540°? 

R.: Pentágono. 
¿Cuál es el polígono cuya suma de ángulos interiores vale 126092 


R~ Eneágono. 
¿Cuál es el polígono cuya suma de ángulos interiores vale 1800°? 
R.: Dodecágono. 
Hallar el valor de un ángulo interior de un hexágono regular. 
R.: 1209. 
Hallar el valor de un ángulo interior de un dodecágono regular. 
R~ 150°. 

Hallar el valor de un ángulo interior de un decágono regular. 
R.: 144°. 
Determinar cuál es el poligono regular cuyo ángulo interior vale 60°. 
R.: Triángulo. 


Determinar cuál es el polígono regular cuyo ángulo interior vale 90°. 
R.: Cuadrado. 
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D 
(12) Determinar el polígono regular cuyo ángulo interior vale 135°. 
y Rs Octágono, 
(13) Hallar la suma de los ángulos exteriores de un eptágono. R.: 360°, 
(14) Hallar el valor de un ángulo exterior de un octágono: regular. 


В.; 45°, 

(15) Hallar el valor de un ángulo exterior de ип decágono regular. 
R.: 36°, 
(16) Hallar el valor de un ángulo exterior de un polígono regular de 
20 lados. R.;, 18%, 

(17) ¿Cuál es el polígono regular cuyo ángulo exterior vale 120^? 

R.: Triángulo, 
(18) Determinar cual es el polígono regular cuyo ángulo exterior 
vale 60?. Th; Hexágono, 
(19) Determinar cuál es el polígono regular cuyo ángulo exterior 
vale 90°. R.: Cuadrado, 
(20) Calcular el número de diagonales que se pueden trazar desde un 
vértice de un pentágono. В. 2, 
(21) Calcular el número de diagonales que se pueden trazar desde un 
vértice de un octágono. R.: 5, 
(22) Calcular el número de diagonales que se pueden trazar desde un 
vértice de un decágono. Ri T: 
(23) ¿Cuál es el polígono en el que se pueden trazar tres diagonales, 
desde un vértice? В; Hexágono, 
(24) ¿Cuál es el polígono en el que se pueden trazar seis diagonales, 
desde un vértice? R; Eneágono, 
(25) ¿Cuál es el polígono en el cual se pueden trazar nueve diagonales, 
desde un. vértice? A; Dodecágono, 
(26) Calcular el nümero total de diagonales que se pueden trazar en 
un octágono. R; 90, 
(27) Calcular el número total de diagonales que se pueden trazar en 
un decágono. R: 35. 
(28) Calcular el nümero total de diagonales que se pueden trazar eu 
un. polígono de 20 lados. R; 170, 
(29) ¿Cuál es el polígono en el cual se pueden trazar 14 diagonales 


en total? В; Eptágono, 
(30) ¿Cuál es el polígono en el cual se pueden trazar 20 diagonales 


en total? It; Octágono 


HIPÓCRATES DE QUIO (nacido el 450 a. d. C.) 
Fue primeramente comerciante. Aparece en Ale- 
nas hacia el año 430 para reivindicar ciertos de- 
rechos, donde funda poco después una escuela 
de Geometría. Echó las bases del método de are- 


ducción», o sea «transformar un problema en 
otro ya resuelto». Inició el uso de las letras en las 
figuras de Geometría. La Geometría dejó de ser 
con él una técnica, para tomar el rango de «ci 
cia deductiva», que había de culminar en Euclides. 


Cuadriláteros 


Es el polígono de cuatro lados. 


PUESTOS: -Son los que no tienen ningún vértice común. 
En la figura 95, AB y CD; AD y BC son pares de lados opuestos. 
7 OS ( ¿CUTIVOS. Son los que tienen un vértice común. 
En la figura 95: 
AB y BC; CD y DÀ; 
BC y CD, DA y AB; 


son pares de lados consecutivos. 


82 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


107. VERTICES Y ANGULOS OPUESTOS, Мёгіісеѕ opuestos son los 
que no pertenecen a un mismo lado, Angulos opuestos son los que tienen 
vértices opuestos. 

En la figura 95. A y C. B y D son pares de vértices opuestos. 


108. SUMA DE ANGULOS INTERIORES. “La suma de los ángulos 
interiores de un cuadrilátero-vale 4-ángulos rectos”. 

DEMOSTRACIÓN: La suma de los ángulos interiores de un polígono 
cualquiera es: S, = 2R (n—2) (1); 

En este caso observamos que: n=4 (2). 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: S, = 2R(4 —2) = 4А. 


109. DIAGONALES DESDE UN VERTICE. “Desde ип vértice de un 
cuadrilátero solo se puede trazar una diagonal". 

En efecto: el nümero de diagonales desde un vértice. en un polígono, 
está dado por la fórmula: 


d—n—38 (1). D 
En este caso: 
n=4 (2). 
Sustituyendo (2) en (1): 
 d=4—3=1. 


110. NUMERO TO- 
TAL DE DIAGONALES. 
“El número total de dia- A 8 
Eonales que se pueden tra- 
zar en un cuadrilátero, es 2”. Fig. 95 

En efecto: el número total de diagonales de un polígono está dado por 
la fórmula: 
n(n— 3) 
Como se trata de un cuadrilátero. tenemos: n=4. (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
44—3) 4D. * 

PUERTA 

111. CLASIFICACION DE LOS CUADRILATEROS. Los cuadriláteros 
se clasifican atendiendo al paralelismo de los lados opuestos. 

Si los lados opuestos son paralelos dos a dos la figura se llama paralelo- 
gramo (Fig. 96) 


D= (1) 


D= 


ABWCD y ADI BC. 
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D c D c 
A B A B š pi^ B 
Fig 96 


Cuando solo hay paralelismo en un par de lados opuestos, la figura se 
llama trapecio (Fig. 97). 


D c 2 
A B А 


Fig 97 Fig 98 


Cuando no existe paralelismo alguno. la figura se Пата ¿rapezoide 
(Fig. 98). 


AB y CD no son paralelos. AD y BC no son paralelos. 


112 CLASIFICACION DE LOS PARALELOGRAMOS 
1) Rectángulo Tiene los cuatro ángulos iguales y los lados con- 
tiguos desiguales (Fig. 99-1). 
ZA= ¿B= ¿C= 10, АВ „ВС. 
2) Cuadrado Tiene los cuatro ángulos iguales y los cuatro lados 
iguales (Fig. 99-2), 
24:58:40 40, AB = BC — CD = DA. 


B 


8+ GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
3) Romboide. Tiene los lados y los ángulos ccntiguos desigua- 
les (Fig, 99.3). 


LA# LB; АВ + BC. 
4; Rombo. Tiene los cuatro lados iguales y los ángulos contiguos desi- 
guales Ои, 99-4), 


AB = BC = CD = DA: LAA LB. 
D c D с 
с 
D с 
о в 
А 
А в А в в А 
Fig, 99-1 Fig, 99-2 Vig, 99.3 Vig, 99-4 


113. CLASIFICACION Y ELEMENTOS DE LOS TRAPECIOS. Los 
irapecios se clasifican en "ectángulos. isósceles y escalenos. 
` Los rectángulos son los que tienen dos ángulos rectos. Se llaman isósceles 
si los lados no paralelos son iguales. Escalenos son los que no scn rectángulos 
ni isósceles. 


D c D с D c 
Fig, 99-A Fig, 99-8 Fig, 99.C 
Elementos, Los lados paralelos se llaman 97595 y como son desiguales 
una es la base mayor y otra la base menor. 
La distancia entre las bases, o sea, la perpendicular común, es la @/tura 


del trapecio. 
El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos se 
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llama base media y tiene 
la importante propiedad 
de que es igual a la semi- 
suma de las bases. Tam- 
bién se le suele llamar pa- 
ralela media. (Fig. 99D). 


м АВ — base mayor; 
DC — base menor; 

5 E в DE — Altura; 
Fig 99-D MN = base media. 


114, CLASIFICACION DE LOS TRAPEZOIDES, Los trapezoides se 
clasifican en simétricos y asimétricos. 

Los simétricos tienen dos pares de lados consecutivos iguales pero el 
primer par de lados consecutivos iguales es diferente del segundo. Los asi- 
métricos son los que no son simétricos. 

En los trapezoides simétricos las diagonales son perpendiculares y la 
que une los vértices donde concurren los lados iguales es bisectriz de los 
ángulos y eje de simetría de la figura. 


Simétrico Asimétrico 


Fig. 9-E Fig. 99-F 


GEOMETRIA (BALDOR) — 4. 
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115. PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS: 

1:7 Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos. 

2. Todo paralelogramo tiene iguales sus ángulos opuestos. 

3. «Dos ángulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios. 

4. En todo “paralelogramo las diagonales se dividen mutuamente. en 
partes iguales. 

Todas estas propiedades son fáciles de demostrar. 


Propiedades particulares del rectángulo: 

1. Un ángulo interior de un rectángulo vale un ángulo recto: En efec- 
to: siendo todos los ángulos iguales, el valor de un ángulo interior será: 

4R 
T ug 18. 

2. Un ángulo exterior de un rectángulo vale un ángulo recto. En efecto: 
si la suma de los ángulos exteriores es 360 y en el rectángulo los cuatro 
ángulos son iguales. resulta que cada uno valdrá: 

эв. 
AR 
, 3. Las diagonales de un rectángulo son iguales. ` Se demuestra por igual 
dad de triángulos. 

Propiedades particulares del rombo: 

1. Las diagonales del rombo son perpendiculares. 

2. Las diagonales del rombg son bisectrices de/los ángulos cuyos vér- 
lices unen. 


Propiedades particulares del cuadrado: 

1. Los üngulos del cuadrado son rectos. 

2. Cada ángulo exte- 
rior del cuadrado vale un 
angulo. recto. 

3. Las diagonales del 
cuadrado son. iguales. 

4 Las diagonales del 
cuadrado son perpendicu- 
lares. 

5. Las diagonales del 
cuadrado son bisectrices de Fig. 100 
los ángulos cuyos vértices unen. 

Observación. Estas propiedades permiten la construcción de paralelo- 
gramos en una gran cantidad de casos. 


РЗ 
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116. TEOREMA 29. “Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos”, 
miróresis: ABCD (Fig. 100) es un paralelogramo. 
TESIS: AB=CD; BC = Ар. 
Construcción auxiliar. Se traza la diagonal AC y se forman los triángu- 
los AABC y AADC que tienen el lado AC común. 
DEMOSTRACIÓN: | 
En el ДАВС y AACD, tenemos: 
АС = AC Lado común. 
zn. Z1 = 74 Alternos internos entre AB || СБ. 
тенни. 09 == 43 ` Alternos internos entre AD || BC. 
Por tanto: AB — CD 
y BC — AD 
117. RECIPROCO. “Si cada par de lados opuestos de un cuadrilátero son 
iguales, también son paralelos y el cuadrilátero es un paralelogramo”. 
HIPÓTESIS: ^ 
En el cuadrilátero ABCD 
(Figura 101) se verifica: 
AB — DC; AD = ВС. 


Por oponerse a ángulos iguales en triángulos iguales. 


TESIS: 
AB || DC, Ар || BC. 

Construcción auxiliar. 
Se traza la diagonal AC 


2 2 formándose los triángulos: 
Fig. 101 AABC y ДАРС. 
DEMOSTRACIÓN: 
En los AABC y AADC: 
AB — DC Нум, 
AD=BC 
АС = АС Tdentidad. 
Luego: AABC — AADC Por tener sus tres lados iguales. 
Por tanto: £442 Por ángulos opuestos'a lados iguales en 
y up triángulos iguales. 
Por tanto: AB || DC } Por formar ángulos alternos-internos igua- 
y Ар || ВС les соп la diagonal AC. 


ABC es un paralelogramo. Рог definición. 
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EJERCICIOS 

(1! Construir un cuadrado de 5 cm de lado, trazar sus diagonales y 
comprobar, por medición, que son iguales y perpendiculares, que se dividen 
mutuamente en partes iguales y que son bisectrices de los ángulos cuyos 
vértices unen. 

(2). Construir un romboide de lados 6 cm y 3 em formando un ángulo 
de 120^. Comprobar. por medición, que sus lados opuestos y sus ángulos 
opuestos son iguales y que las diagonales se dividen mutuamente en par- 
tes iguales. 

(3) Construir un rombo cuyo lado mida 6 cm y tenga un ángulo agudo 
de 60°. Comprobar, por medición, que las diagonales son perpendiculares, se 
dividen mutuamente en partes iguales y son bisectrices de los ángulos cuyos 
vértices unen. 

(^) Construir un rectángulo de lados 4 cm y 3 cm y trazar sus diago- 
nales. ¿Las diagonales son iguales? ¿Las diagonales son perpendiculares? ¿Las 
diagonales se dividen mutuamente en partes iguales? ¿Las diagonales son bisec- 
trices de los ángulos cuyos vértices unen? Averiguarlo por medición. 

(5) Construir un cuadrado cuya diagonal mida 5 cm. 

(6) Construir un rombo cuyas diagonales midan 8 cm y + cm. 

(Z) Construir un rectángulo que tenga un lado que mida 7 cm y una 
diagonal que mida 9 cm. 

(8). Construir un rombo que tenga un lado que mida 5 cm y una 
diagonal que mida 8 cm. 

(9) Un ángulo de un romboide mide 36°. ¿Cuánto mide cada uno de 
los otros tres? Н. 36%, 1440, 1445 

(10) Construir un trapecio cuyas bases midan 10 cm y 6 cm. Trazar la 
paralela o base media y comprobar, por medición, que su longitud es igual 
a la semisuma de las bases. 

(11) Construir un trapecio rectángulo cuyas bases midan 12 cm y 8 cm 
y la altura 5 cm. Trazar la base media y comprobar, por medición, que es 
igual a la semisuma de las bases. 

(12) Averiguar qué figura se obtiene al unir los puntos medios de los 
lados de un rectángulo. 

(13). Averiguar qué figura se obtiene al unir los puntos medios de los 
lados de un cuadrado. 

(14) Si un ángulo agudo de un trapecio isósceles mide 509 ¿cuánto 
miden cada uno de los otros tres ángulos? R..50° 130° 1309 

(16) Construir un trapezoide simétrico cuyas diagonales midan 10 cm 
y 6 cm, y uno de los lados mida 4 cm. 


ren Primero en la Edad de Oro de la Geo- — tuales Universidades. Allí desde el 323 a. d. C. 
riega (365-275 a. d. C.) Alejandría se con- Euclides ocupó la Cátedra de Matemáticas, año en 

= E a los auae en la capital cien- que murió Alejandro Magno. Sus Elementos fueron 
| mundo sue El Museo ó a ser un el punto de partida hasta llegar al siglo XVIII en 


— docente, y fue el precursor de nuestras ac- el que hace su aparición la Geometría Analítica. 


Segmentos proporcionales 


118 REPASO DE LAS PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES 


En toda proporción. la suma o diferencia de los antecedentes. es а la suma 
ferencia de los consecuentes como cada antecedente ex e su consecuente 
Tu RE š ata a.d 
S == también z= 
b v НИЛ b 


"En toda proporción la suma o diferencia del antecedente y consecuente 
de la primera razón es a su antecedente o consecuente. como la suma o dife- 
rencia del antecedente y consecuente de la segunda razón es a su antecedente 
o consecuente”. 

zb db atb aiU 


S ON 0 мэн Үс 
Si 579 también салса аг даг 5 Pp 
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"En una proporción el producto de los medios es igual al producto de 
los extremos". 

Si Z= 9 también es ad = bc. 

"En una proporción un medio es igual al producto de los extremos dividido 
entre el otro medio" у “un extremo es igual al producto de los medios divi- 
dido entre el otro extremo". 


119 CUARTA PROPORCIONAL. Se llama cuarta proporcional de tres 
cantidades a, b y с, a un valor z. que cumple la condición: 
878 
ETF 
120 TERCERA PROPORCIONAI, Se llama tercera proporcional a dos 
cantidades а y b. a un valor z. que cumpla la condición: 
| ies 2 
| dieses 
121. MEDIA PROPORCIONAL. Se llama media proporcional a dos 
cantidades. а y b. a un valor z que cumpla la condición: 
a x 


122, SERIE DE RAZONES IGUALES. Dada una serie de razo- 
ac n c d 


Санд хааг dixi 2 
Se cumple que: la suma de todos los antecedentes es a la suma de 
todos los consecuentes, como un antecedente cualquiera es a su consecuente: 
a+b +e +d + -- a b e d 
“6 ё-с-4-- 2 Wc 
123. RAZON DE DOS SEGMENTOS. Es el cociente de sus medidas 
con la misma unidad. 
Sean los segmentos AB y CD (Fig. 102) y sea u la unidad de medida. 
Si AB = 5 и, el número 5 es la medida de АВ con la unidad u. 


nes iguales: 
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Si CD = 7 и, el número 7 es la medida de CD con la unidad и. 


Ta varón de AE a CD es Се =>, 
CD- 4 

y la razón de CD a AB es: CD ыт 
AB 5 


La razón de dos segmentos es independiente de la unidad que se adopte 
para medirlos, con tal que se use la misma unidad para ambos. 

La razón puede ser un número entero o fraccionario y en estos dos casos 
se dice que los dos segmentos son conmensurables entre sí. 

Si la razón es un nümero irracional entonces los dos segmentos son in- 
conmensurables entre sí. 


CD 


a d 5 
= = se dice que es inversa de la ra- 


5 


Razón inversa La razón 


194 SEGMENTOS PROPORCIONALES. Si a los segmentos a y b, co- 
rresponden los segmentos a” у b', de tal manera que: 
l d 
I P 
se dice que son proporcionales. 
125. DIVIDIR UN SEGMENTO EN OTROS DOS QUE ESTEN ÆN 
UNA RAZON DADA 


B 
Fig 103 


Sea AB (Fig. 103) el segmento que se quiere dividir en una razón dada. 
2 


por ejemplo, 5 Dividimos el segmento AB en 2--5 —7 partes iguales y 
vemos que el punto P. lo divide en dos partes: AP y PB. tales que: 
Ap 2 
=“ 1 
PB 5 R 


25 


¿Existirá otro punto P” que divida el segmento AB en la misma razón 5 
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En caso afirmativo se cumpliría 


AP 8 
B 5 
Comparando (1) y (2). tenemos: 
ap ar 
PB PB 


Aplicando la propiedad de la suma de antecedentes y consecuentes, en (1j 


Y (2), tenemos: 


АР-РВ 0-5 ..  AB+PB > @ 

pc D шаа ? 
АР-РВ 2-5 АР-РВ 7 

Y AP. TRE WE v Pesci s 

Comparando (3) y (4), tenemos: 
AP+PB_ АР-РВ (5) 
38:75 WB 

Pero: ТАР + PB = AF + РВ — АВ. (б) 
Sustituyendo (б) en (5), tenemos: АВ _ AB. 
AP AP 

ar АВАР ар 
AB 


Fig 104 


Esta igualdad nos dice 

que P y P' coinciden, es 

decir, que son el mismo 

punto. Por tanto solo exis- 

te un punto que divide AB 
2 

en la razón =. 


5 


126. TEOREMA 30. 
"Si varias paralelas, deter- 
minan segmentos iguales en 
una de des transversales, 
determinarán también seg- 
mentos iguales en la otra 
transversal” (Fig 104), 
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d 
— c 


37 Show JE лр 
AA ! BB || CC | DD'; t y t' son dos transversales y AB = BC = CD. 


=D. 


TESIS; AF 
— c < 

Construcción auxiliar, Tracemos AM, BN y CP paralelas a 1'. Se forman 

los triángulos АВМ, BCN y CDP, que son iguales por tener AB = BC = CD 

por hipótesis y los ángulos marcados del mismo modo por correspondientes. 


DEMOSTRACIÓN , 


En los AABM, ABCN y ACDP: 
AM = BN = CP (1) lados homólogos de triángulos iguales, 


"También: 
AM = JE (2) 
BN = EC (3) > Lados opuestos de paralelogramos, 
СР LCD (4) 
Sustituyendo (2), (3) y (4) en 
(1). tenemos: 
ЖЕ EU СЮ" Como se quería demostrar, 


127. TEOREMA 31. ТконьмлА ре Tares: "Si varias paralelas cortan 


a dos transversales, deter- 
minan єп ellas segmentos 

lientes proporcio- 
nales” (Fig, 105); 


H — 
> 


АА || BE || CC 1 y 
f transversales; AB y BC 
segmentos correspondientes 
de t y АВ y BC segmen- 
tos correspondientes de 1, 
AB AB 


TESIS: 


Construcción auxiliar. 
Llevemos una unidad cual- 
quiera “1” sobre AB y BC. 
Supongamos que AB la 
contiene m veces y BC 
la contiene n veces; enton- 
ces АВ = mu y BC — nu. 


Fig, 105 
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Tracemos paralelas por los puntos de unión de las unidades “u” Los 
segmentos AF y FT quedarán divididos en los segmentos u’ (iguales al 


teorema anterior) de manera que: АВ” = ти y =n4. 
DEMOSTRACIÓN: 
“АВ --ши (1) А Эс 
dy e inp (2) Construcción auxiliar. 
o АВ. m 


== (3) La razón de dos segmentos es el 


BC n cociente de sus medidas con la mis- 
Análogamente: min ийй. 
АВ = mu (4) 
y BO = nw (5) 
. E (6) 
COR 


Comparando (3) y (6): 


(carácter transitivo). 

198. OBSERVACION. El teore- 
ma que acabamos de demostrar, es ab 
solutamente general, se verifica para 
cualquier nümero de paralelas y pa- 
ra cualquier posición de las trans- 
versales.(Fig. 106) 

беф ee < <> ee E 

Fig. 106 Si GG || FP || EE || ВВ || CC" || DD, 
GF. FE ЕА Ай nO D 
GF FE EX АВ ВС Ср. 

El teorema también es cierto lo mismo que los segmentos sean conmen- 
surables o inconmensurables entre sí. 


se cumple que: 


199. TEOREMA 32. “Toda paralela a un lado де ип triángulo divide a 
los otros dos lados, en segmentos proporcionales”, 


mróresis: En el ДАВС (Fig. 107): MN || АВ. 


CM CN 
TESIS: —==- 
MA NB 


> Loss e 
Construcción auxiliar. Por C tracemos RS || MN || AB. 
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95 
DEMOSTRACIÓN: 
> — =» 
Como RS || MN || AB Copata Qan 
y CA y CB son transversales, tenemos: 
cM СМ 
= == Teori Tales 
МА WE 'eorema de Tales 


Figo 107 Fig. 108 


130. RECIPROCO. "Si una recta al cortar a dos lados de um triángulo, 
Jos divide en segmentos proporcionales, dicha recta es paralela al tercer lado” ,, 


miróresis. En el ДАВС (Fig. 108): 


— < 
TESIS; MN || AB. 


DEMOSTRACIÓN: Simo fuera MN | AB, por M podríamos trazar MN "l АВ 
y entonces tendríamos: 


CM СМ 
МА NB (1) Propiedad de la paralela а un lado 'de un triángulo. 
CM СУ 


Pero MANE" O Por hipótesis. 


Comparando (1) y (2) tenemos: 


TN сӯ 
NB WB Carácter transitivo. 


Esto es absurdo, ya que los dos puntos N у № no pueden dividir a CB en 
e > 
la misma razón. Entonces № y № coinciden y, MN || АВ. 
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131. COROLARIO. “Fl segmento que une los puntos medios de los lados 
de un triángulo, es paralelo al tercer lado 
c e igual a su mitad”. 
HIPÓTESIS: Еп el ДАВС (figu- 
ra 109): M y N son los puntos medios 
de AC y BC. 


с) y 


vests: MN || AB; 


m=2% 
= s 
Construcción auxiliar... Por N tra- 
— c 
Fig. 109 cemos PN || AC, formándose el ABNP. 
:DEMOSTRACIÓN: 
OM, dicm s ; 
=< (1) СМ = MA por ser M el punto medio por 
МА moi 
CN T ipótesis, 
=1 (2) CN = NB jor ser № el punto medio por 
NB hipótesis, 
Comparando (1) y (2), tenemos: 
CM .CN Carácter transitivo. 
MA NB 
ds MN || AB Cuando una recta al cortar dos lados de un 


triángulo los divide en segmentos propor- 
А cionales la recta es | al tercer lado. 
En los ACMN у ANPE: 


4C Z1, 4В= 12 Correspondientes, 
CN — NB Por ser № punto medio, 
<". ACMN = ANPB Por el primer caso (Твокема 21), 
20 MN = PB Lados homólogos de triángulos iguales, 
Por otra parte: 
MN = АР Lados opuestos de un paralelogramo, 
-y MN=PB Demostrado, 


Sumando: 2MN— AP--PB (3) 
y como AP + PB = АВ (4) Suma de segmentos 
Sustituyendo (4) еп (3): 


ЭМҮ — АВ .. AB Como queríamos demostrar, 
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132. TEOREMA 33 
un triángulo: "La bisectriz 
de un ángulo" interior de 
un triángulo divide al lado 
opuesto en segmentos pro- 
porcionales a los otros dos 
lados". 

HIPÓTESIS: 

En el AABC, CD es la 
bisectriz del ZC y AD y 
DB son los segmentos de- 
terminados por CD. so- 


bre AB (Fig. 110). 
ur ADAC 
2 DB CB 
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Propiedad de la bisectriz de un ángulo interior de 


D 


Fig 110 


— x 
___ Construcción auxiliar. Por B tracemos BE || CD y prolonguemos el lado 
AC hasta que corte a BE en E formándose el A BCE. 


DEMOSTRACIÓN: 
En el A E 
AC 
DF TE (1) 
Pero: иер (2) 
¿t= 2 (3) 
Comparando (2) у (3): 
ZE-e (4) 
у como 72 = 73 (5) 
De (4) y (5): ¿E= 43 


SO CÊ = TÊ (6) 
Sustituyendo (6) en (1): 
AD AC 
DB CB 


como se quería demostrar. 


133. PROBLEMA.— 
Dados los tres lados de un 
triángulo, calcular los seg- 
mentos determinados en 
uno de sus lados por 
la bisectriz del ángulo 
opuesto (Fig. 110-A) 


р: <‏ ج 


Por ser CD BE рог construcción. 


Correspondientes; 


Por hipótesis (CD es bisectriz). 


Carácter transitivo; 


Alternos internos entre paralelas; 


Carácter transitivo; 


Por ser el ABCE isósceles, 


Fig 110-A 
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Sea el AABC cuyos lados miden a = 27 cm, b — 18cm y c= 35 cm. 
Calcular los segmentos determinados en el lado b por la bisectriz del ángulo 
opuesto. 


Z=% Por el teorema anterior; 

. zty 27435 Aplicando una propiedad de. las -propor- 
МЕ X./ Dr ciones (Art. 118) 
Раса Шу = pse us 
ES 18 = 88 Sustituyendo; 

.. sS EXT, Despejando т. 

. 12486 59 96 
"== TG 3r 
Análogamente: 

zty 27-35. 

y бр: 5 
5 18 62 
: y ^35 


134. COMPROBACION. 
r+ y =b. 
26 5 
13 +103,=18. 


135. PROBLEMAS GRAFICOS SOBRE SEGMENTOS PROPORCIO- 
NALES.. Dividir un segmento en partes proporcionales а otros segmentos 


Figs 111 


Sea AB el segmento que se quiere dividir en partes proporcionales a los seg- 
mentos z, Y, z. 
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A partir de un extremo del segmento АВ (Fig. 111), por ejemplo A, 


dnd ce — 
se traza la semirrecta AC que forma un ángulo con AB. Sobre AC y a partir 
de A. se llevan los segmentos consecutivos AM, MN, NP, iguales a z, y, z. 


Unimos el extremo P de z con B y tenemos PB. Trazando paralelas a 
es 


PB por los puntos M y N determinamos sobre АВ, los segmentos a, b. c. 
que son los segmentos buscados. 


Si se tratara de más segmentos se procede análogamente. 


136. DIVIDIR UN SEGMENTO EN PARTES PROPORCIONALES 
A VARIOS NUMEROS. 

Dividir un segmento 
de 6 cms (figura 112), 
en partes proporcionales a 
2,3 y 4 

Sobre el extremo A 
del segmento АВ que se 
va a dividir se traza la se- 


— 
mirrecta AC. Sobre ella s ? 
se llevan 2 + 3 + 4 = 9 y t : 
divisiones iguales cuales- 


quiera. Se une el extremo Fig. 112 
9 de la última con B y por 2 y 5, 5, se trazan paralelas a la recta 98, quedando 


AB dividido en los segmentos AD. DE v EB aue son proporcionales a 2, 3 y 4, 
es decir, se cumple que: a 


> 


AD DE EB 
ЖОЛУУ ЛК" 
y además: 


AD + DE + EB = AB. 


137. HALLAR LA 
CUARTA PROPORCIO- 
NAL A TRES SEGMEN- 
TOS DADOS a, b Y c (fi- 
gura 113). Fig. 113 ` 

Se traza un ángulo cualquiera que llamaremos ABC, y sobre uno 

—» 
desus lados, que puede ser el BC, llevamos consecutivamente los segmen- 


tos a y b. 
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— 
Sobre el lado BA llevamos el segmento c. Unimos el extremo de a com 
el extremo de c y trazando por el extremo de b una paralela a dicho seg- 
5-8 
mento, determinamos sobre BA el segmento r. 
Se cumple que: i- 2, y х es la cuarta proporcional а los segmentos dados. 


138. HALLAR LA TERCERA PROPORCIONAL A DOS SEGMEN: 
TOS DADOS, a Y b (Fig. 114). 


E N 
A БРЕ 
х 
Fig: 114 


— 
Se traza el ángulo BAC y sobre el lado AC se llevan consecutivamente 


— 
los segmentos a y b. Sobre el lado AB, y a partir de A. se lleva el segmento. b. 
Unimos el punto 1 con el punto 2 y tenemos el segmento 1-2. Trazando рог 


— 


el punto 3, una recta paralela a 1-2, determinamos en AB el segmento г. 


Se cumple: 1-3 y z es la tercera proporcional а los segmentos dados. 


EJERCICIOS 
Hallar las razones directas e inversas de los segmentos a y b. sabiendo: 
(1) a=18m, b= 24m. R: 2.075; 24 
(9) аг бж, b=8d0. Rimom bi 
5 47753 
(Зу- 206%, brian! R: p= 202 
a 
(4 axddm, b dm. Rmus ety 
Ba 
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(5) a= 2.5 dm. b= 50 cm. 
(6) a=3Km, b= 6 Hm. 


(7) a—5Hm, b=3 Dm. 


(8) a=4Dm, b—8m. 
(9) a= 6mm, b = 3 cm. 


(10) a= 9 cm, b= 6 dm. 


Hallar los dos segmentos sabiendo su suma (8) y su 


(11) $26, r= 
(12) $28, r= 
(13) S=12, r= 
(14) S=36, r= 


(15) S=4, rz. 


БЫ 


Sia TIR "IR el TIA CIR 
lI 1 

= e 

I 


арс RIS uo sio "* 
alo 


P 
1 
» 


>» x 
1 
= 
> 


Ë 


ы 


n 
1 
ын 
а= 
Д 
o 
ote 


= 
E 
> 


Hallar los dos segmentos sabiendo su diferencia (D) y su razón (г): 


(16) D= 19, 253 


(17) D=%, r=5. 
(18) D=10, r—3. 
(19) D=7, r=2. 
(20) D = 19, r=3. 


R.: 90 y 8. 


R. 30 y 6. 
R.: 15 y 5. 
В. 
R: 


Hallar la cuarta proporcional a los números a, b y c. 


(21) a=2 b 
(22) a=3, b 
(23) a=4, b 10. 
(24) а--5, b —10, c=+4. 
(25) e=6,b=12, c3. 


^ c=8. 
9. 


Hallar la tercera proporcional a los números a y b. 


(26) a=4, b=16. 
(27) a=2, b= 19. 
(28) а--8, b —18. 
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(29) 
(30) 
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а= 6, b= 30. 
a=5, b= 90. 


Hallar la media proporcional a los números a y 5. 


(31) 
(32) 
(33) 
(34) 
(35) 


a 
II ll 

331 

> 

H H H H H 


> 
>>> 
өрж 


los lados son proporcionales a los números dados. 


(36) 
(37) 
(38) 
(39) 
(40) 


a xfi 6, 8, 


pe xm ” 3, 4,5, 
РС 90:77 2 "5, 7,9. 
PRESAS > M "b FI, 
Вэ”... " 71, 8, 5. 


Rg 150. 
R.: 80. 


R; 2/2: 
R: 9/6. 
R2 ау. 
R: зу. 
R: 5v9; 


0. 
Calcular los lados de un triángulo sabiendo su perímetro (P) y que 


R> 4,6,8. 

R.: 9, 12, 15. 
К.: 20, 28, 36. 
R 15,25, 35. 
R.: 10, 30, 50. 


Calcular los segmentos determinados por la bisectriz sobre el lado mayor 
русие онвакта атаа 


(41) 
(42) 
(43) 
(44) 


(45) 


а= 94, b=32, c = 40. 
a= 20. b= 16, c —19. 
a=8, b—10,c—6. 
а= 15. b — 10, c — 90. 


a=7, b=3. c—5. 


Е: 
R.: 
Ri 
В: 
R: 


1 


? D MT 


3 
yal 


+7 215; 
"e 


3 
Зу 43 


En cada uno de los triángulos siguientes, de lados a, b y c. calcular los 
determinados por la bisectriz sobre el lado menor: 


(46) 


a=6, b=10,c=14, 
a=8. Ь= 12, с= 16. 


а= 10, Ь= 16. с==18. 


a=8, b—16.c—18. 


нё 9:218:289 
: Or 
PALSE 
Ф 


+ 


ue to 

ы 
+ یں‎ 
Sa to 


5 


to 
= 
ЕКЕ 


ч 
w 
E 
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(51) Los lados de un triángulo miden a — 24, b — 10, c — 18. 
Calcular los segmentos determinados por cada bisectriz sobre el 
lado opuesto. 
5 5 1918, 
R.: Sobre a: 85. 152; sobre b: 43 57 sobre c: 5971277" 
Dividir gráficamente en partes proporcionales a 2, 3 у 5: 
(52) Un segmento de 10 cm. 
(53) Un segmento de 5 pulgadas. 
(54) Un segmento de 7.5 cm. 
Hallar gráficamente la cuarta proporcional a mcr p que miden: 
(55) 2, 8 y 4 ст. Y 
(56) 4 6 y 7 cm. 
(57) 1, 2 y 3 pulgadas. 
Hallar gráficamente e la tercera proporcional a segmentos que miden: 
(58 3 y 4 cm. 
(59) 4 y. 6 cm. 
(60) 2 y 3 pulgadas. 


_ ах(рухдцүй) 


3 
2 


bólico, зөвт мо esférico cilindro, 
төрөн: бисряы 1а: la cuadratura 


El БУХЫН EE өө que ор 


а medio siglo después 


Semejanza de triángulos 


139, DEFINICION, Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus 
ángulos respectivamenie iguales y sus lados proporcionales. El signo de 
semejanza es —. 

Si LA= ДА", ¿B= ZB y ¿C= 1C y = m = (figu- 
ra 115) entonces AABC — AA'B'C'. s 


Para asegurar la semejanza de dos triángulos no es necesaria la com- 
probación de todas estas condiciones pues, según veremos más adelante 
(Art. 145) el hecho de tener algunas, nos determina todas las demás, con las 
diferencias que implique cada caso. 
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140. LADOS HOMOLOGOS. Son los lados que se oponen a los ángulos 
iguales. En la figura 115 son lados homólogos: 


ABy AF; BCy FC, CAyC'A” 
с 


a 


ара 


Fig. 115 


141. CARACTERES DE` LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS.— 
1) Idéntico. Todo triángulo es semejante a sí mismo. 
ДАВС ~ ДАВС. 

2) Recíproco. Si un triángulo es semejante a otro, éste es semejante 
al pri 
Si ДАВС ~ ДАВС! también AA'B'C' ~ ДАВС. 

3) Transitivo. Dos triángulos semejantes a un tercero, son $eme- 
jantes entre si. 


Si ДАВС ~ AA"B"C"- y AA'B'C' ~ AA"B"C"; 
entonces: ДАВС ~ AA'B'C'. 


142. RAZON: DE SEMEIANZA-— Es la razón de dos lados ho- 
mólogos. 


Fig 116 
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Si ДАВС — AA'B'C' Fig. 116), la razón de semejanza es una cualquiera 
de las razones iguales: 
AB Be. _ СА 
WE BC CA 
143, MANERA DE ESTABLECER LA PROPORCIONALIDAD DE 
LOS LADOS. 


1") Determinamos la igualdad de los ángulos: 
LA = LAY ZB = LAO WO 
2») Preparamos las igualdades: 


3") En la parte superior escribimos los ángulos de uno de los triángulos, 
en un orden cualquiera. Por ejemplo, tomando el A ABC, 
LAA 


4^) En la parte inferior escribimos los ángulos correspondientes iguales 
a los de la parte superior: 
DALE ДВ o nue 
VE HER ENS 


5") A cada ángulo le asociamos su lado opuesto: 


(£ A)BC t (ZB)AC _ (LC)AB 
(LADBC (ВЭА САВ 
6°) Suprimimos los ángulos y te- 
nemos la proporción: 
1С A6 AB 
کڪ = س‎ 
BO АС АВ 
144. TEOREMA 34. Teorema 
FUNDAMENTAL DE EXISTENCIA DE TRIÁN- 
GULOS SEMEJANTES; “Toda paralela a 
un lado de un triángulo forma соп 
los otrós dos lados un triángulo seme- 
jante al. primero" 
HIPÓTESIS: 


V OR 
En el ДАВС. MN || AB (Fig. 117), 
Fig 117 resis: ACMN ~ ДАВС. 
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Construcción auxiliar. Por el punto N, tracemos ND || AC, formán- 
dose el ABND. 


DEMOSTRACIÓN: 


En los ACMN y AABC: 


262 £C Comün; 

¿M= ¿A Correspondientes; 

LN 8 Correspondientes; 

= == N || AB (hi 2 

Ta "CB (1) Por ser Mi ( hipótesis ) 
También: 

= -2 ; (2) Por ser ND KC А por construcción. 
Comparando (1) y (2), tenemos: 

си АСУ АР (3) Carácter transitivo. 
Per: AD — MN (4)  ADMN es un paralelogramo. 
Sustituyendo (4) en (3): 

CM CN MN 

CA CB AB 
Hemos demostrado: 

A THAO CM CN MN 

LM ¿A y — = = = —. 

INET CA CB AB 


Figi 118 
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TEOREMA RECIPROCO. "Todo triángulo semejante a otro es igual a 
uno de los triángulos que pueden obtenerse trazando una paralela a la base 
de éste”. 


145. CASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS. Dos triángulos 
son semejantes: 

1°) Si tienen dos ángulos respectivamente iguales (Vig. 118). 

Si ZA= А" y ¿B=LB'; entonces ДАВС ~ AA'B'C'. 

2) Si tienen dos lados proporcionales e igual el angulo compren- 


dido (Fig 119). 
c 
А B. 


c 
A 
ABC Y ¿A= 44+ entonces ДАВС ~ ААС" 


Fig. 119 
s 4B _ АС 
1 


3°) Si tienen sus tres lados proporcionales (Fig. 120). 


E.A , АВС ~ AA'BC’. 
КЛР ТЕТ Dm eee. s 
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146. PRIMER CASO. Teorema 35, “Dos triángulos son semejantes 
cuando tienen dos ángulos respectivamente iguales", 


ЖОЛА 


Fig. 121 
nrPórES (Fig. 121): ZA= 217459 ИС 40. 
TESIS: ДАВС ~ ЛАС" 
> 


و 
Construcción auxiliar. Tomemos CM = СТА? у tracemos MN || AB,‏ 
formándose el ACMN.‏ 


DEMOSTRACIÓN: 
En el ACMN y AA'BIC/; 
CM = Са’ Por construcción; 
е =. Йб" Por hipótesis; 
وني‎ > 
¿M= ZA Correspondientes entre-MN || AB; 
y LA = yA Hipótesis; 
¿M= LA 4 Carácter transitivo; 
ACMN = AA'B'C' (1) Por tener iguales un lado y los dos 
ángulos adyacenteg 
Pero: AABC ~ ACMN (2) Teorema fundamental de existencia 
Cemparando (1) y (2), tenemos: 
AABC ~ AA'B'C' Carácter transitiva 


147. SEGUNDO CASO, Teorema 36. "Dos triángulos son semejantes 
cuando tienen dos lados proporcionales e igual el ángulo comprendido", 


HiPóTESIS - (Fig. 122): ZC = ИС"; 40. BC 
TESIS AABO ~ AA'B'C'. 
«—› 5 


Construcción auxiliar. Tomemos CM = TA y tracemos MN || AB, 
formándose el ACMN ~ AABC. 
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c 
с 
м, N 
A А в' 
Ей. 122 
DEMOSTRACIÓN: 
En ACMN y AA'B'C': 
CM = AT (1) Construcción. 
Gæs? Por hipótesis; 
En los AABC y ACMN: 
ГЭР s 
32-80 (2) Por ser МУ АВ por construcción; 
sustituyendo (1) en (2) 
AC _ ВС 6) 
AC СМ 
pero: کے‎ (4) | Hipótesis. 
Comparando (3) y (4) 
= = E Carácter transitivo 
й BOBU _ 
Despejando CN: CN = —= = FC; 


ACMN = AA'B'C' 


y como AABC ~ ACMN 
y ACMN ~ ДАВС! 
resulta AABC ~ AA'B'C" 


Por tener dos lados iguales e igual 
el ángulo comprendido; 

Teorema fundamental de existencia; 

Carácter idéntico; 

Carácter transitivo, 
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148. TERCER CASO. Teorema 37. “Dos triángulos son semejantes cuan- 
do tienen proporcionales sus tres lados”. 


Fig. 123 
WI БС _ A 
Wb ВС AC 
TESIS: AABC — AA'B'C'. 
Өд» €» 


Construcción auxiliar. Tomemos CM — A'C' y tracemos MN || AB, 
formándose ACMN — AABC. 


HIPÓTESIS. (Fig, 193): 


DEMOSTRACIÓN: 

E = ACE (1) ДАВС ~ ACMN por construcción. 
Pero: СМ = АС (2) Construcción. 
Sustituyendo (2) en (1). tenemos: 

AB BC АС 3) 

MN СҮ A : 

Pero: EE 

=. =% = X (4) Por hipótesis: 

Comparando (3) y (4): — 
В BC АВ ВС 
MN CN АВ BC Carácter transitivo. 


Tomando la 1» y 3 razones: 
AB _ АВ 
MN АР 
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Despejando MN: MN = АВАР — др. 


Tomando la 3» y 4" razones: 


BC BC 
EN PO 
Despejando СУ: CN = 


Entonces: MN = AF 
CN = PO 
y CM = АС 


ACMN = AA'B'C' 

y como ДАВС ~ ACMN 
y ACMN ~ AA'B'C' 
resulta ЛАВС ~ AA'B'C" 


Demostrado; 
Demostrado; 
Construcción; 


Por tener sus tres lados iguales. 
Teorema fundamental; 

Carácter idéntico; 

Carácter transitivo. 


149. CASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS RECTANGULOS 
Como todos los triángulos rectángulos tienen un ángulo igual, el ángulo recto, 
los tres casos anteriores se convierten en los siguientes: 


Dos triángulos rectángulos son semejantes, cuando tienen: 


1%) Un ángulo agudo igual (Fig. 124) 
c 

A А в' 

Fig, 124 


Si ¿B= / В entonces ДАВС ~ AA'B'C'. 
ZA= ZA —AR. 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS 113 
2*) Los catetos proporcionales (Vig. 195) 
, АВ АС 
1 — = = 
АВ АС 
ces AABC — AA'B'C'. c c 
LA- 7 А —AR. 
3") La hipotenusa y 
un cateto proporcionales 


enton- 


(Fig. 125-A). 
A в' 
36- Ж 
=, = ти: entonces А 8 
DW AEN 
ДАВС ~ AA'B'C'. Fig 125 


150. PROPORCIONALIDAD DE LAS ALTURAS DE DOS TRIANGU- 
LOS SEMEJANTES. “Las alturas correspondientes йе dos triángulos: seme. 
jantes son proporcionalés asus. lados? у 

En efecto: Los triángulos ABD y A'B'D' son semejantes por ser rectángulos 
y tener un ángulo agudo igual (ZA= LA’), 


B 
B 
ТА D t Pour ы 
Fig .125-A 
AB BD 


Luego: ТР” FTO como se quería demostrar, 
EJERCICIOS 


<> 
(1) Si AB || ED, demostrar que ДАВС ~ AECD y establecer la pro- 
porcionalidad entre los lados homólogos. 
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Ejer, 2 


Ejer. 1 


<> س4‎ 
(2). Si AB || CD, demostrar que ЛАВЕ ~ ACED y establecer la pro- 
porcionalidad entre los lados homólogos. 
Si CD = 3m, EC = 4m y EB = 12m; calcular AB. R: AB=9m. 


¿ue 
(3) “Si AB || DE, demostrar que AABO + ADCE. 
Si AC=3, AD=2 y AB = 4; calcular DE. R: DE = 6.67. 


‹—› <> <> <-> 
(4) Si PQ || AB у QR || AC; demostrar que APCQ ~ ARQB у esta- 
blecer la proporcionalidad entre los lados homólogos. 


Ejer, 5 Ejer. 4 
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s 


e 
B 
о 
Ejer- 5 Ефес 6 
(5) ZAER У8-220 


Demostrar que ДАВЕ ~ AACD y es- 
tablecer la proporcionalidad entre los 
lados homólogos. 


Ejercs (7 al 9 Ejer- 10 
[2207 — сэ» 
(6) SiEA | AC y DC 1 AC, demostrar que AABE — ACDB y es- 
tablecer la proporcionalidad entre los lados homólogos. 
> > € <> 
(7) Si СА 1 AD y AB 1 CD, demostrar que ДАВР ~ AACD у esta- 
blecer la proporcionalidad entre los lados homólogos. 
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D (8) Si tenemos: 
ёА х= ti y. 518, 
demostrar que AABC ~ 
AACD y establecer la 
proporcionalidad entre los 
lados homólogos. 
(9) Si ZA=1R y 
P. ce €» 
AB 1 CD demostrar ‚дие 
Ejer. 11 AABD = ДАВС y esta- 
blecer la proporcionalidad, entre los 
lados homólogos. 


(10) Si AB = 8 m, AC = 12m, 
ED = DB = 3 m, АЁ = 10 m, CD = 
= 5 m; demostrar que AABE — ACBD 
y establecer la proporcionalidad entre 
los lados homólogos. | 


ШОО э сар 
(11) Si EB | CD y AB = 2 m; 
ВС — 18 m y ВЕ — 3 m; calcular CD. 
в: OD = 30 m. 
e <> e < 
(12) АВ || ED; AB 1 BD; 
<-> وس‎ A 

ED 1 BD; DE=4%; TD=2m; 

BC — 6 m. Hallar AB. 
R: АВ = 12m. 


Уа LL. 
(13) Si EB || CD y AB=9m; 
EB — 6m y CD — 80 m. 


Ejer. 12 me 
ца Calcular BC. 
R.: BG = 111 m. 
m 
(14)-8-ЕВ || CD y 
AB = 12 m; EB = 8m 
y CD = 190 m. 
Calcular BC, 
R.: BC = 168 m. 
A” Ч 


Ejeres. 18: y 44 


Después de los grandes geómetras griegos de la y constructor de varios aparatos astronómicos. 
Edad de Oro, la Geometría es relegada a segundo Dejó el «Mesolabio». En el centro NICOMEDES 
término y se de más importancia а la Astronomía. (hacia el 180 a. d. С.) Nos dejó la Concoide, para 
LA DECADENCIA. A la izquierda ЕВАТОЅТЕМЕЎ cuya realización inventó un aparato especial. A 
240 a. d. С.) Eibliotecario del Museo de Alejandria la derecha DIOCLES (siglo 1.” a .d. C.) La Cisoide. 


Relaciones métricas en los triángulos 


Se llama proyección de un punto P sobre una 
recta al pie P^ de la perpendicular bajada a la recta, desde el punto. La per- 
pendicular se llama (Fig. 126). 

Si un punto M por ejemplo, está sobre la recta, su proyección М' es el 
mismo punto M. 

Proyección de un segmento sobre una recta es el segmento cuyos extremos 
son las proyecciones de los extremos de dicho segmento. 

En la figura 126 están representadas las proyecciones de un segmento 
sobre una recta, en distintos casos. 

Cuando el segmento es paralelo a la recta, su proyección es igual a él. 

Si el segmento es perpendicular a la recta, la proyección es un punto. 
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à 


| 
N 


i 


Fig, 126 


152 PROYECCIONES DE LOS LADOS DE UN "TRIANGULO.— 
Sean los triángulos АВС (Fig. 127) 


{ 


e 


Fig. 1271 Fig. 127.2 


En la figura están representadas las proyecciones de los lados АС y BC 
de los triángulos A ABC, sobre el lado AB. Las proyecciones se expresan de 
la siguiente manera: 


ax eem ir 
Proyec, AC = АС Proyec. y y ВС = BC 


153. TEOREMA 38. Si en un triángulo rectángulo se traza la altura co- 
rrespondiente a la hipotenusa, se verifica: 

1°) Los triángulos rectángulos resultantes son semejantes entre sí y seme- 
jantes al triángulo dado 

2°) La altura correspondiente a la hipotenusa es media proporcional entre 
los segmentos en que divide a ésta. 

3°) La altura correspondiente a la hipotenusa es cuarta proporcional entre 
la hipotenusa y los catetos- 

4*) Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y su proyec- 
ción sobre ella. 
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5°) La razón de los cuadrados de lov catetos es igual а la razón de los seg 


mentos. que: la altura determina en. la hipotenusa. 


твы: 
11) ДАРС ~ AABC; (Рік 128 
ЛАРВ ~ ДАВС: ЛАРС ~ AADB С 


25 
3%) ON 
4) 
E 
е [2А [s 
A B 
HIPÓTESIS: Fig. 128 


El ДАВС es rectángulo en / A. AD es la altura correspondiente a la 
hipotenusa. 


DEMOSTRACIÓN 14) 


Comparemos los AADC y AABC: 


¿D=¿A Rectos; 
LC = С Сотап 
ДАРС - ДАВС (1) Por rectángulos con un-ángulo-agu- 
do igual. 
Еп ДАВР y ЛАВС: 
1р = LA Rectos; 
¿B= LB Común; 
ДАРВ ~ AABC (2) 2 Por rectángulos сон un ángulo agu- 
do igual. 


Comparando (1) y (2), tenemos: 
ЛАРС ~ AADB Carácter transitivo 


DEMOSTRACIÓN: 24): 
Escribiendo la proporcionalidad existente entre los lados homólogos 


de los triángulos, que según la demostración anterior son semejantes, 
ЛАРС ~ ЛАВР”. obtenemos que: 
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DEMOSTRACIÓN 3%): 

Planteando la proporcionalidad entre los lados homólogos de los triángu- 
los semejantes ЛАРС y ДАВС, tenemos: BC AB 

DEMOSTRACIÓN 49): AC Ар 

Escribiendo la proporcionalidad entre los lados homólogos de los triángu- 
los AADC y AABC y entre los lados homólogos de los triángulos AADB y 
y AABC, resulta: Ж Л ВС АВ 

ЭС Cp C OB ЮК 


DEMOSTRACIÓN. 5") 


= = = Demostración 44; 

AC'— BC-CD (1) -Producto de medios igual a producto dé extremos. 
BC АВ 

AB BD Demostración 4^; 


ABr=BC-BD (2) | Producto de medios igual a producto de extremos: 


Dividiendo miembro a miembro (1) y (2), tenemos: 


С: GO 0D 
AP BO BD 

Act ex cp Simplificando, 
AB BD 


OREMA 39. Teorema ре Prrácoras. “En “todo "iriángulo 
rectángulo el cuadrado de la longitud 
de la hipotenusa es igual' a la suma 
de los cuadrados de las longitudes de 
los catetos". 


154. TE 


HIPÓTESIS 
AABC (Fig. 129) es rectángulo en Z А. 
BC — a es la hipotenusa. 
AB=c 
AC=b } явсан 

TESIS: at = b: + ct 

Construcción auxiliar. Tracemos 
la altura AD= h, correspondiente a la 
A с B hipotenusa. 

Fig. 129 
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DEMOSTRACIÓN: 
a b DIM. Cada cateto es media proporcio- 
b CD x c DB nal entre la hipotenusa y su 


proyección sobre ella. 
b =a: CD (1) 
=a: DB (2) 


Sumando (1) y (2), tenemos: 
B40=a: CD + a: DB 


Poda (CD + DB) (8). Factorizarido, 
Pero: ср + ОВ = а (4) Suma де segmentos 
Sustituyendo (4) en (3): 
Бс = a (а) 
Pro=e Efectuando operaciones. 


155. COROLARIO 11. "En todo triángulo rectángulo, la hipotenusa es 
igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos". 


De la igualdad: e= b + е, 
sacando raíz cuadrada en ambos miembros, 
[s а= ХВ с. 


COROLARIO 2. “En todo triángulo rectángulo, cada cateto es igual 

a la raíz cuadrada del cuz 
drado de la hipotenusa, 
menos el cuadrado del otro с 
cateto”. 
De la igualdad: 

gba 
despejando los catetos: 

Ы = а — с; 

وط عم کے قم 
extrayendo raíz cuadrada: A D 8‏ 


b=Vé=38, үз 


с=үг—Ё. Fig. 130 


156: TEOREMA: 40)... GENERALIZACIÓN -DEL Teorema DE PITÁGORAS 
(CUADRADO DEL LADO OPUESTO A UN ÁNGULO. AGUDO EN UN TMÁNGULO). 
“En todo triángulo, el cuadrado del lado opuesto a un ángulo agudo es igual 
a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el: doble del producto 
de uno de estos lados por la proyección del otro sobre él”. 
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HrpórEsS: Enel AABC (Fig. 130) el ZA < 90%. 
Proyec.. b= AD. 


TESIS: a=b+«—2c: AD. 


DEMOSTRACIÓN 


(1) Teorema de Pitágoras: 


(2) “Corolário' del teóréma de Pi- 
En el segmento AB: uses 
DB=c—AD (3) Resta de segmentos, 
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 
a = b — AD: + (c — AD)? 


De donde: 
a =b — AD + —2c-AD+AD? > Desarrollando eli cuadrado; 
a=b4«—20: AD Simplificando. 


157. TEOREMA: 41. Солрилрог DEL-LADO.QPURSTO A UN ÁNGULO: OBTUSO. 
EN UN TRIANGULO, “En un triángulo obtusángulo, el cuadrado del lado 
opuesto al ángulo obtuso, es igual a la suma de los cuadrados de los otros 
dos lados, más el doble del 
producto de uno de estos 
lados por la proyección del 
otro sobre él”, 

HIPÓTESIS 
En el. ABC: (Vig 131) 


el ZA > 909. 
AD= Proyec. . b. 


TESIS: 
= b+ De AD. 


DEMOSTRACIÓN 


En el ACDB: 
а = CD: + DB: (1) Teorema de Pitágoras. 
En el ACDA: 
CD: = > — AD? (2)  Conolario de! teorema de Pi- 


tágoras. 
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En el segmento BD: 
DB —c-- AD (3) Suma de segmentos. 


Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 


a=b—AD'+ (c + AD)? 
De donde: 
a = АР + e + 2 c: AD + AD? 
a = 1°--е®-„9с. AD Simplificando. 


158... CLASIFICACIÓN : DE +UN TRIANGULO CONOCIENDO LOS 
TRES LADOS. Del teorema: de Pitágoras y de su generalización, hemos 
visto que: 


Cuando ¿4=1R: 


= с. 
Cuando ¿ZA < 18: 3 
gie ` AD; 
а ba. 


Cuando ¿A > 1R: 
at= bt + et 4 2 + AD: 
a > bz + e, 


Es decir: “Un triángulo es rectángulo. acutángulo и obtusángulo, cuando el 
cuadrado del lado mayor es igual. menor o mayor que la suma de los cuadra- 
dos de los otros dos lados" 

Ejemplos: 

1) Clasificar el triángulo cuyos lados miden: a — 50 cm, b — 40cm y 
c — 30 cm. 


Cuadrado del lado mayor: а? = 50° = 2500. 
Cuadrado de los otros dos lados: 2 — 40° = 1600 


= 30 = 900 
Sumando: b+ с? = 2500 
Vemos que se cumple: = 2 2 2. El triángulo es rectángulo 


2) Clasificar el triángulo cuyos lados valen a = 12 ст, b = 10cm y 
c=8cm. 
Cuadrado del lado mayor: а? = 12% = 144. 
Cuadrado de los otros dos lados: b* = 10* = 100 
e= 8= ót 
Suma = 164 
Vemos. que se cumple: а < Б 4.02 0C. El triángulo es acutángulo 


124 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


3) Clasificar el triángulo cuyos lados valen a= 30cm. b= 24cm y 
€ = 16 cm. 
Cuadrado del lado mayor: а? = 30? = 900. 
Cuadrado de los otros dos lados: 2 — 942 — 576 
ci— 16% = 956 
Suma — 832 
Vemos que se cumple: a > b: + с . El triángulo es obtusángulo 
159 CALCULO DE LA PROYECCION DE UN LADO SOBRE OTRO. 
De acuerdo con la generalización del teorema de Pitágoras, sabemos que: 
a: = b: + e: + 20 Proyec. b, 
cuando а se opone a un ángulo obtuso. Y 
e= b? e — 2 с Proyec. b, 
cuando a se opone a un ángulo agudo. 
Despejando la proyección tenemos: en el primer caso, 
کم قط ب ٿھ‎ 
Proyec. . b= зеру RR 
y en el segundo caso, 
b+e—a 
Proyec. . b кез uod 
Análogamente se calcula la proyección de cualquier lado sobre otro. 


160. CALCULO DE. LA ALTURA DE UN TRIANGULO ЕМ FUN- 
CION DE LOS LADOS, Sea el AABC (Fig, 130): 


"Tenemos: T = b — AT; (1) 
=b +e — 2c AD. (2) 
b +e — a 
De (2), despejando AD resulta: = ge $ (3) 
De (1) y (3: = p— ES) (4) 
CD (^ == 3 (> ===), (5) 
T hb + 2 фса @—b—e+2be 
( 2c ) ( Ze )з (6) 
» [G4 o0—a] [est су}! (7) 
* c 


ченее grad афо a 
40 
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y como a + b + c= p (perímetro), resulta: 
CDY — 4P -—2) (p—b) (p—c). 
(Су = РОР 0) PD (ро) (9) 
DNP PH =. (10) 


EJERCICIOS 


Si a es la hipotenusa y b y c los catetos de un triángulo rectángülo; 


calcular el lado que falta: 


(1), b= 10cm, c=6cm. В: 
(у айат, c-40cm. R; 
(3) a=32m,  c=12m. R: 
(4) па 39 m, e = 20m. Rz 
(5) a= 100 Km, b = 80 Km. R. 


Hallar la hipotenusa (7) de um triángulo rectángulo isósceles sabiendo 


que el valor del cateto es: 


(6) cz 4m. Re h=-4/2m, 
(7) ez6m. R: h= бүт. 
(8) ec 15cm. R. 15/9 m. 
(9) c= 9cm. R: h= 92m, 
(10) e 2.41 em. R: h= ут, 
Hallar la altura (A) de um triángulo equilátero sabiendo que el 
lado vale: 
(11) 1=12cm. R: h= 6/3 om, 
(19) 1=8cm. R: h= 45cm. 
(18) 14cm. R: h= NB am. 
(14) 1— 10m. R: h= 543m. 
(15) 1=30m. В: h=10/3m. 
Hallar la diagonal (d) de un cuadrado cuyo lado vale: 
(16) 1=3m. R: d= Зу, 
(17) 15m. R: d= sv m, 
(18) 1=15cm. Re 
(19). 1 9 cm. R.: 
(20) 1—7 cm. R.: 
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Hallar la diagonal (d) de un rectángulo sabiendo que los lados a y ó 
miden lo que se indica: 


(21) a=2m, b—4m. R. d=2/6m. 
(22) a m, b=8m. R:d=10m, 
(23) a m, b=6m, R: d= убїш. 
(24) a=7m, b=9m. R; d= V130m. 
(25) а= 10m, b= 19m. R.: d= 2/61 m. 


(26) Hallar los lados de un triángulo rectángulo sabiendo que son nú- 


meros consecutivos. RFI 4Эу 5, 
(27) Hallar los lados de un triángulo rectángulo sabiendo que son nů- 
meros pares consecutivos. R.: 6, 8 y 10. 


(28). Hallar los la- 
dos de un triángulo cua- 
drado sabiendo que se 
diferencian en 4 unidades. 

В.; 12, 16, 20, 

(29) Та diagonal de 
un cuadrado vale 5/9. m. 
Hallar el lado del cuadra- 
do. R;1—5m. 

(30) En la figura: 

AË = BD = 30 cm; 

ED = 40 cm. 
Calcular AB. 

Ejer, 30 R.: AB = 10/4. cm. 


Clasificar los triángulos cuyos lados а, b у c, valen: 
(31) a=5m, b=4m, c=2m. 


R.: Obtusángulo. 
(32) a=10m, b=12m, c=8m. 
R.: Acutángulo, 
(33) а= 15cm, b — 20cm, c — 25cm. 
D o R.: Rectángulo, 
(34) а= Зет, b=4cm, c=2cm. 
R.: Obtusángulo 
(35) a=1m, b=2%m, c=3m. 
Ер, la бага: R.: Obtusángulo. 
A © 8 (36) Siz-4 y=0 Calcular A. 
R: h= 6. 


Ejercs. 36-40 
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BLAS PASCAL (1623-1662). Niño prodigio, mostró su — nicas». La notable diferencia de concebir las cóni- 
afición a las matemáticas desde su más tierna саѕ con respecto a Apolonio de Perga hacen de 


edad. Llegó él sólo a descubrir 32 de las proposi- Pascal el iniciador de los métodos de la Geo- 
ciones de Euclides, expuestas en los «Elementos». metria moderna. Hombre místico, ha pasado а la 
A los 16 años escribió un «Ensayo sobre las có- Historia más bien como literato que matemático. 
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Circunferencia y círculo 


161. DEFINICION. Circunferencia es el conjunto de todos los puntos 
de un plano que equidistan de otro punto llamado centro. La figura 152 re- 
presenta una circunferencia de centro O, 

Los puntos A, B, C, son puntos de la circunferencia y los segmentos: 


ОА = OB — ОС = г, 
se Патап radios. 

Las circunferencias se denominan por su centro mediante una letra ma- 
yüscula y su radio. Así, la circunferencia de la figura 132 es la circunferencia 
O y radio r. 
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162. PUNTOS INTERIORES Y PUNTOS EXTERIORES. La circun- 
ferencia divide al plano en dos regiones, una exterior y otra interior. 


OM >r; ON < r5 = OP = r. 
à i Š M 
A 
c 
B P 
Fig. 132 3 Fig. 133 


Los puntos como M, cuya distancia al centro es mayor que el radio se 
llaman puntos exteriores, los que como N, distan del centro menos que el radio 
se llaman puntos interiores y si como en el caso del punto P, su distancia al cen- 
tro es igual al radio, son puntos que pertenecen a la circunferencia (Fig. 135). 


163. CIRCULO, Es el conjunto de todos los puntos de la circunferen- 
cia y de los interiores a la misma (Vig. 134). 


Fig 134 
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164.. CIRCUNFERENCIAS IGUALES. 
165. ARCO DE LA CIRCUNFERENCIA. Es una porción 46 


circunferencia. 
Ejemplo: El arco AC (Fig 135). que se representa MAC. 


Son las que tienen radios iguales. 


166. CUERDA. Es el segmento determinado por dos puntos de la cir- 
cunferencia: CD (Vig. 135). 

De los dos arcos que una cuerda determina en una circunferencia, se 
llama arco correspondiente a la cuerda N, al menor de ellos. 


167. DIAMETRO. Es toda cuerda que pasa por el centro: AB (110. 135). 
El diámetro es igual a la suma de dos radios: 


AB=A0+0B=r+r=2r. 
168, POSICIONES DE UNA RECTA Y UNA CIRCUNFERENCIA.— 


> 
Una recta como EF (Fig 135) que tiene dos puntos comunes con la circun- 


ferencia se dice que es secante. 
Si la recta tiene un solo punte común con la circunferencia, como 


c» 
la IJ (Mie 135), se dice que es tangente y al punto Р se le llama punto de 
tangencia o punto de contacto. 


Si la recta no tiene ningún punto común con la circunferencia, como 
— 
la MN (Fig. 1351 se dice que es exterior: 


169, FIGURAS EN EL CIRCULO. La parte de círculo limitada entre 
una cuerda y su arco se llama segmento circular (Fig. 136-A) 

La parte de círculo limitada por dos radios y el arco comprendido se 
llama sector circular (Fig. 136-B). 


ONOS 


Fig, 136-А Fig, 136-B Fig. 136-C Fig. 136-D 


Corona circular (Fig. 136-C) es la porción de plano limitada por dos 
circunferencias concéntricas. 
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Trapecio: circular (Fig. 136-2) es la: porción de plano limitada por 
dos circunferencias concéntricas y dos radios. 


170. ANGULOS CENTRALES Y 
ARCOS CORRESPONDIENTES. An- 
gulo central es el que tiene su vértice 
en el centro de la circunferencia: 


Z AOB (Pig, 137) 
El arco correspondiente es el compren- 


dido entre los lados del áneulo central: 
MAB es correspondiente del / АОВ. 


171. IGUALDAD DE ANGULOS 
Y ARCOS. En una misma circunfe- 
rencia o en circunferencias que sean 
iguales a ángulos centrales iguales co- 
rresponden arcos iguales. Fig, 137 


Así. si la circunferencia O es igual a la circunferencia O” y / AOB = 
= ¿Z A'O'B' (Fig. 158) entonces también ЗАВ = ^ A'B', 


Fig. 138 

Recíprocamente. si circunferencia О = circunferencia О’ y ЗАВ = QA'B', 
entonces: LAOB= / A'O'B'. 

172. DESIGUALDAD DE ANGULOS Y ARCOS, En una misma cir- 
cunferencia o en circunferencias iguales, a mayor ángulo central le corresponde 
mayor arco (Fig, 139) 

Si circunferencia O = circunferencia O” y / АОВ < / A'O'B'. entonces: 


САВ < MA'B' 
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173. ARCOS CONSECUTIVOS, Y SUMA Y DIFERENCIA DE. ARCOS. 
Dos arcos son consecutivos cuando lo son sus ángulos centrales. 


ES (4 


Fig. 139 


Como /АОВ y /BOC son consecutivos, ЗАВ y ОВС también son con- 
secutivos. (Fig. 140) 


Sume de өгсөх, En una circunferencia se llama suma de dos arcos 
consecutivos al arco cuyo ángulo central es la suma de los ángulos centrales 
correspondientes a los arcos dados. 


Diferencia de arcos. Dados dos arcos desiguales de una circunferencia, 
se llama diferencia de ambos al arco que sumado al menor (sustraendo) 
da el mayor (minuendo). 


Fig 140 Fig 141 
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174. (TEOREMA. 42. ` PROPIEDADES pEi.DIÀMETRO. “Un diámetro divide 
a la circunferencia y al círculo en dos partes iguales”, 
итрёткзїз: АВ es un diámetro de la circunferencia O (Figi 141). 


TESIS: NAPB = ^AP'B. 
Parte APB del círculo — Parte AP'B. 


Construcción auxiliar. "Tomemos un punto cualquiera P, en uno de los 
arcos en que AB divide a la circunferencia; tracemos por P la perpendicular 
al diámetro, que cortará a éste en M y a la circunferencia en P". Se formarán 
los triángulos AOMP у AOMP”. 


DEMOSTRACIÓN. 


En AOMP y AOMP': OM = OM Común; 
OP = OP Radios; 
LOMP = / OMP' = 90° Por construcción; 


1% AOMP = AOMP | Por tener iguales la hi- 
potenusa y un cateto. 

2. MP = MP 

Doblando la figura por АВ hasta que el semiplano 

que contiene a P coincida con el semiplano que — __ 

contiene a Р”, tendremos: MP coincidirá con MP. МР = MP’. 

Entonces, el punto P coincidirá con. el punto P”. 

Como esto se verifica para todos los puntos de 

АРВ, resulta ПАРВ = ПАР'В. A la vez las por- 

ciones de plano comprendidas entre los arcos y el 

diámetro, coinciden. 

175. SEMICIRCUNFERENCIAS:: Los ar- 
cos iguales determinados por el diámetro, se 
llaman. semicircunferencias, 

176. SEMICIRCULOS. Las porciones de 
plano limitadas por las semicircunferencias y 
el diámetro se llaman 'semicírculos. 

177. TEOREMA 43. “El diámetro es la 
mayor cuerda de la circunferencia”. 


miróresis. En la circunferencia O, (figu- 
ra 142): CD — diámetro y AB= cuerda. 


Fig 142 TESIS: CD > AB. 
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Construcción auxiliar. 


DEMOSTRACIÓN: 
En el AAOB: 
AO + OB > AB 
Pero: AO = CO 
у ОВ — 0D 


Sustituyendo (2) y (yen (0): 


CO + 0D > АВ 
Pero: CO + OD = CD 
Sustituvendo (5) en (4) 


CD > АВ 


Fig 143 


B 
En ACOM y ADOM: 


DEMOSTRACIÓN: 


ОМ = oM 
0С = 0D 
además: АВ 1 TD 


ACOM = ADOM 


CM — MD 
Z4:,.22 
NCB = "BD (1) 
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Unamos A y B con O, formándose el AAOB. 


(1) Postulado de la menor distancia 
entre dos puntos. 

(2) Radios; 

(3) 

(4) 

(5) Suma de segmentos; 


Como queriàmós demostrar. 


178. TEOREMA 44. ° “Todo diá- 
metro perpendicular a una cuerda, di- 
vide. a ésta y a los arcos subtendidos en 
partes iguales”, 

mirórisis: En la circunferen- 
cia. О ~ (figura 143): CD = cuerda; 
АВ = diámetro y AB 1 CD. 

Tesis: CM = MD; OCB-^BD 
y PAC=MAD. 

Construcción auxiliar... Unamos.C 
у D con O, formándose los triángulos 
rectángulos ACOM y ADOM. 


Común; 

Radios; 

Hipótesis; 

Triángulos rectángulos que tienen igua- 


les la hipotenusa y un cateto; 
Lados homólogos de triángulos iguales; 


Por oponerse a lados iguales en triángu- 
los iguales; 

Por arcos correspondientes a ángulos 
centrales iguales. 
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Por otra parte: 
MACB.-=MPADB (2) Porrsemicircunferencias, 
Restando (1) de (2) tenemos; 
^ACB — NCB = NADB — NBD 
2 MAC = ^AD. Como “queriamos demostrar, 

179: TEOREMA: 45:5 RELACIONES. ENTRE LAS CUERDAS Y LOS ARCOS 
CORRESPONDIENTES. “En una misma circunferencia, `0 en circunferencias 
iguales, a arces iguales corresponden cuerdas iguales, y si dos arcos. son 
desiguales (menores que una semicircunferencia) a mayor, arco corresponde 
mayor cuerda". 

1*. Parte: 


maróresis: En la circunferencia О (Fig. 144): ЗАВ = ^CD. 
АВ y CD cuerdas correspondientes. 
TESIS: "AB = СО. 


Construcción auxiliar. Se unen A, B, C y D con O, formando los trián- 
gulos AAOB y ACOD. 


DEMOSTRACIÓN: 


En ¿AOB y / COD: 
0A=0B=0C=0D Radios; 


1 АОВ = / COD Angulos centrales cuyos-&rcos correspondientes 
son iguales por hipótesis; 
AAOB — ACOD Por tener iguales dos ladós con su ángulo, 
AB—CD Lados homólogos-de triángulos iguales. 
B 
A D 


Fig. 144 Fig. 145 
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2" Parte, 


mipóresis: En la circunferencia O. (Fig. 145): AB > ACD y ambos 
menores que una semicircunferencia. 
AB y CD cuerdas correspondientes. 


TESIS: AB > CD. 


Construcción auxiliar. Se unen A, B, C y D con O, formando los trián- 
gulos AAOB y ACOD. 


DEMOSTRACIÓN: 


En ААОВ y ACOD: 
ОА = ОВ = OC =0D Radios: 


ЛАОВ > ACOD ЗАВ > "CD hipótesis; 
AB » CD En dos triángulos que tienen dos lados respec- 


tivamente lgüáles y desigual el ángulo 
comprendido. a mayor ángulo se. opone 
mayor lado. 


180. TEOREMA RECIPROCO. “En una circunferencia, o en circunfe- 
rencias. iguales, a cuerdas iguales corresponden arcos iguales, y si dos cuerdas 
son desiguales, a la mayor corresponde 
mayor arco (considerando arcos meno- 

D res que una semicircunferencia!. 


181. TEOREMA 46. RELACIONES 

ENTRE LAS CUERDAS Y/ SUS DISTANCIAS 

AL CENTRO. "En una circunferencia, 

C о єп circunferencias iguales, cuerdas 

iguales equidistan del centro, y de 

dos cuerdas desiguales, la mayor dista 
menos del centró”. 


A B 1* Parte: 
N HIPÓTESIS. (Fig. 146): 
AB—CD; OM 1 АВ; ON | CD. 
Fig 146 Tess: OM = ON. 


Construcción auxiliar. Unamos В у C con O, formándose los triángulos 
rectángulos AOMB y AONC. 


pEMOsTRACIÓN. En los AOMB y AONC: 


ОВ = ОС Radios; 
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"MB — NC 
2) АОМВ = AONC 
OM=0N 


2% Parte: 
mreórgsis (Fig 147): 
AB>CD, ОМ ıi AB; 


Tests | ОМ «ОМ. 


ON 1 CD. 


Construcción auxiliar. Соп una 
obertura del compás igual a la cuer- 
da CD, y a partir de A, marquemos 
el punto E en este arco, y tendre- 
mos AE — CD; sea ОЛ” 1 AE su dis- 
tancia al centro. 


DEMOSTRACIÓN: 
MNAE — "CD 
tuerdas iguales corresponden arcos 
iguales). 
Per: NAB > NCD 


s'e MAB > NAE 
-. El punto E es un punto interior 
del ^AB; 
N' es el punto medio de AE; 
Ce El segmento ON” corta a AB por 
estar O y N' en semiplanos distin- 
tos respecto AB; sea P el punto de 
intersección de ON’ y AB. 


ОМ < OP 
y OP < ON 
2 OM < ON (0) 
у como: ОМ = ON (2) 
De (2) y (1): OM<ON 


Mitades de cuerdas iguales; 
Rectángulos que tienen iguales la hipotenusa y 


un cateto; 


Т.адөв” homólogos de triángulos iguales, 


Fig. 147 


AB > CD por hipótesis; 


Carácter transitivo; 


Todo diámetro perpendicular a una 
cuerda. divide Ха ésta y al arco 
subtendido. en. partes iguales; 


Postulado de la 
plano; 


separacion del 


ОМ... вв Па: perpendicular... y- OP 
ECT oblicua; 
Pori ser OP parte: de ОМ”, 


Carácter transitivo; 
1* parte, 


Como queríamos demostrar 
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182, TEOREMA RECIPROCO, "En una circunferencia o ¿m circunfe- 
rencias iguales las cuerdas equidistantes del centro son iguales, у de. dos cuerdas 
que no equidistan del centro, la que menos dista es la mayor”. 

183. TANGENTE A LA CIRCUNFERENCIA. Сото уа hemos dicho, 
es una recta que tiene un solo punto común con la circunferencia (Fig.-148). 


El punto común, P, se llama “punto de tangericia” o “punto de cóntacto” 


+ 
T B 
> 
P [Ja 
T T 
Fig, 148 Fig. 149 


184. TEOREMA 47. PROPIEDAD, DE LA TANGENTE EN. EL PUNTO DE 
CONTACTO. "La tangente a una circunferencia s perpendicular al radio en el 
punto de contacto", 

< 
mipóresis: TT” es tangente еп A а la circunferencia (Fig. 149). 
OA es el radio en el punto de contacto, 


— 


TESIS; TT' LOA. 
psu < 
DEMOSTRACION: 51 ОА no fuere perpendicular a TT’ sería oblicua y, 
en este caso, habría otra oblicua OB que sería igual a OA (la que se apartara 
igual que ОЯ del pie de la perpendicular). Si OB — OA entonces В sería un 


< 
punto de la circunferencia y la recta TT” no sería tangente porque tendría 
dos puntos comunes con la circunferencia. 


185. TEOREMA RECIPROCO. “Si una recta es perpendicular.a un ra- 
dio en su extremo, es tangente а la circunferencia”. 
6-2 
HIPÓTESIS: TT' 1 OA, en A (Fig, 150). 
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< 


TESIS: TT' es tangente a la circunferencia О. 
— 

pemostración: La recta ТТ so- da 
lo tiene común con la circunferencia el B 
punto A, porque cualquier otro punto zs 
B es exterior por ser OB > OA ya que 
ОА es la perpendicular y OB es oblicua. 

Por tanto: A 

<=), [| 

ТТ" es tangente por tener un solo 
punto común con la circunferencia. 

COROLARIO. Por cada punto de 
una circunferencia pasa una tangente 
y solo. una. 

186. NORMAL A UNA.CIRCUN- y 
FERENCIA. Es la perpendicular a la Fig 150 
tangente en el punto de 
contacto. En la figura 151 
la normal en A es: 

de tany 
NN' 1 TT. т 

Como la tangente y 
el radio son perpendicula- 
res en el punto de contac- 
to,la normal en cada pun- N ЦА N' 
to de la circunferencia 
pasa por el centro. 

Para trazar la пог- 
mal a una circunferencia 
que pase por un punto T 


dado, interior o. exterior, Fig. 15% 
basta con trazar la recta que pasa por dicho punto y el centro de la 
circunferencia. 

Así, la normal a la circunferencia O que pasa рог M (figura 152) 

> 
es ом y la que pasa por N es ON. 

187. TEOREMA 48. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA CIRCUNFE- 
rencia: “La distancia mínima de un punto a una circunferencia, es el 
menor de los dos segmentos ^de. normal. comprendidos entre ek punto y la 
circunferencia”, 
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1er. caso. El punto es interior. 
HIPÓTESIS: Р es un punto interior de la circunferencia О (Fig. 153). 
< 
AB es la normal que pasa por P. 
PC distancia de P a un punto cualquiera de la circunferencia. 
TESIS: PA < PC. 


ROUES 


Fig 152 Fig. 153 


Construcción auxiliar, Unimos O con C, formándose el AOCP. 
DEMOSTRACIÓN: En el AOCP: 


OC < OP + PC (1) 
Pero: OC=04=0P+PA (2) 


Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
OP + PA < OP + PC 


Postulado de la «distancia mínima; 


Radios; suma de segmentos, 


ТА «PC Simplificandó. 


2" caso. El punto es exterior. 
nmiróresis; Р es un punto exterior а la 
circunferencia О (Vig. 154). 
AB normal que pasa por P. 


A Р PC distancia de P a un punto cualquiera 


dı: la circunferencia. 
TESIS; “PA = РС. 


Construcción auxiliar. Unimos О соп C, 


Fig 154 formándose el AOCP. 
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DEMOSTRACIÓN. En el AOCP: 


PA + ОА < PC + OC (1) Un lado es menor que la suma de 
Per: OZ — 0C (2) Radios! los otros dos. 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
РА РОА < РС РОА 
‚ РА <РС Simplificando. 


188. POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS.— 
Dos circunferencias pueden tener, en un plano, varias posiciones relativas, 
y de acuerdo con ellas se cumplen una serie de propiedades. 


Fig. 155 Fig. 156 


e? Q9 


Fig. 157 Fig. 158 
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Fig, 159 Fig. 160 


189, CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES. Los puntos de cada una son 
exteriores a la otra (Fig, 155) ? 

190, GIRCUNFERENCIAS TANGENTES EXTERIORMENTE. Tie- 
nen un punto comün y los demás puntos de cada una son exteriores a la 
etra (Fig. 156). 

191. CIRCUNFERENCIAS SECANTES, Si tienen dos puntos comu- 
mes (Fig. 157) 


192, CIRCUNFERENCIAS TANGENTES INTERIORMENTE. $i tie- 
nen un punto común, y todos los puntos de una de ellas son interiores a 
la otra (Fig, 158) 


193, CIRCUNFERENCLAS INTERIORES. Cuando todos los puntos de 
una de ellas, son interiores de la otra (Fig. 159) 


194: CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS. Cuando tienen el mismo 
centro (Fig, 160) 


Fig. 161 Fig. 162 
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Propiedad de dos circunferencias exteriores. En dos circunferencias exte- 

riores la distancia de los centros es mayor que la suma de los radios (Fig. 161). 
DO =d=r+r+MN; dd SE er. 


Propiedad de dos circunferencias tàngentes exteriormente. Еп dos cir- 
cunferencias tangentes exteriormente la distancia de los centros es igual a la 
suma de los radios (Fig. 162) 


d=00'=r>+r'; NT dr эрж, 
Prepiedad de dos circunferencias secantes. En dos circunferencias se- 


cantes la distancia de los centros es menor que la suma de los radios y mayor 
que la diferencia (Fig. 163) En el ДОРО”: 


ОО =d<r+r: s bete Je ph 


Р, 


4 


Y 


Fig. 163 Fig, 164 

Propiedad de dos circunferencias tangentes interiormente. Em dos cir- 
cunferencias tangentes interiormente la distancia de los centros es igual a la 
diferencia de los radios (Fig. 164). 

00 =d=r—r; s. der—r. 

Propiedad de dos circunferencias interiores. 
En dos circunferencias interiores la distancia 
de los centros es menor que la diferencia de 
los radios (Fig. 165) 

d — 00! = OB — OB (1) 
Pero: ОВ = ОА + AB = r' + AB. (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 

d — 00! = ОВ — (r + AB) 

“. .d=0B—r —AB 
tud — AB 
`. d<r—r.F Fig 165 
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Propiedad de dos. circunferencias concéntricas. 
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En dos circunferen- 


Qu medic Qno Augen O O O 166). 


Como los centros coinciden d — O. 
195, TEOREMA 49. 


De lo dicho en los párrafos anteriores resulta: Dadas 


| dos circunferencias situadas en un mismo plano, se verifica: 


| Fig 166 


1*) Si son exteriores, la distancia 
entre sus centros, es D sd que la suma 
de los radios. 

2%) Si son tangentes exteriormente, 
la. distancia. entre los centros es igual a 

la suma de los radios. 

3°) Si son secantes, la distancia en- 
tre lcs centros es menor que la suma de 
los radios y mayor que su diferencia. 

4°) Si son tangentes interiormente, 
la distancia entre los centros es igual a 
la diferencia de los radios. 

5*) Si son interiores, la distancia 
entre los centros es menor que là dife- 
rencia de los radios. 


| 6*) Si son concéntricas, la distancia entre los centros, es nula. 


196. TEOREMA RECIPROCO. Si d es la distancia entre los centros de 
dos circunferencias de radios r y r’; se verifica: 


1) sid>r+r 


2) Si d=r +1, 

5) Sid<r+r 
yd»r—r 

3) S der—r 

8) Sid<r—r 

6) Sid=0 

197. TEOREMA 50. 


paralelas, son iguales”. 


Las circunferencias son exteriores. 

Las circunferencias son tangentes exte- 
riormente. 

Las circunferencias son secantes. 


Las son tangente inte 
riormente. 

Las circunferencias son interiores. 

Las circunferencias son concéntricas. 


circunferencias 


“Los arcos de una circunferencia comprendidos entre 


Primer caso. Las pardlelas son коте! 


> 


HIPÓTESIS; 


TESIS: 


<> 


AB y CD son secantes y АВ || ёр (Fig. 167). 
nAC — 


ABD. 
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&-==) € 
Construcción. auxiliar. "Tracemos el diámetro MN 1 AB que también 
< > bd 


será perpendicular a CD ya que AB || CD. 


DEMOSTRACIÓN: 
осм —^DM (1) 
y ЗАМ = NBM (2) Todo diámetro perpendicular a una 


cuerda, divide a ésta y al arco subten- 
dido, en partes iguales. 
Restando (2) de (1): 
ОСМ — PAM = ^DM —^BM (3) 
Pero: | ОСМ — ЗАМ = ЗАС; (4) Resta de'arcos; 
y ^DM-—^BM-^BD (5) 
Sustituyendo (4) y (5) en (3), tenemos: 


NAC = NBD. 
м 
M A 
B 
N N 
Fig 167 Fig 168 
Segundo-caso. Una 02-105 paralelas es secante y lá otra ei tangente. 
€ <-> > > 
тивбтияг AB es tangente, CD secante y AB || CD (Fig. 168). 
TESIS: оем = nDM. 


Construcción auxiliar. Tracemos el diámetro MN, en el punto de 
contacto M. 


DEMOSTRACIÓN; 
MN 1 AB El diámetro es 1 а la tangente en el punto de contacto. 
ek. < 
MN 1 CD Porque CD |! AB por hipótesis. 
2.ОСМ = ODM Todo diámetro | a una cuerda, divide a ésta y a los 


arcos subtendidos, en partes iguales. 


146 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
Tercer caso. Las dos paralelas son 
tangentes. 


<-> 
miróresis: AB es tangente еп M, 


e © A 


CD es tangente en N у AB || CD. 
vesis: OMEN = OMEN. 
Construcción auxiliar "Тғасетоѕ 


<> > 
la secante EF || AB, que será tam- 
o. 
bién EF || CD. 
DEMOSTRACIÓN 
D A = nj 1 
Ч " REM Mat à Por el segundo caso. 
fi ien EN = OFN (2) 
Sumando ordenadamente (1) y (2), tenemos: 
MEM + MEN = "FM + WEN (3) 
Pero: AEM + GEN = MEN (4) Suma de arcos. 
y EM +OFN = OMEN (5) 
Sustituyendo (4) y (5) en (3): 
OMEN = MEN. 


EJERCICIOS 


(1) Si AD = DB: demostrar que CAE = PER. 
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(2) Si NAM = OMB; demostrar que CM 1 AB. 
(3) Si ZB — BC; demostrar que ДАВС = ACBO. 


O 


Ejer. 3 Ejer. 4 
(9) Si C es el punto medio de AB y NAD = ADB; demostrar que: 
CD 1 AB. 


(5) Si 71— Z2; demostrar que AB = CD. 


(6). Demostrar que en dos circunferencias concéntricas, los segmentos 
tangentes a la circunferencia menor, son cuerdas iguales de la mayor. 


M 
c B © 
А в 
А D 
N D 


Ejer. 5 Ejer, 7 


€ € 


(7) Si AC || BD y O es el punto medio de AB; demostrar que AC = BD. 


148 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


(8) Un punto dista tres centímetros del centro de una circunferencia 
de 4 cm de diámetro. Calcular la menor y la mayor distancia de dicho 
punto a la circunferencia. 

menor — 1 cm 
R { mayor — 5 cm. 


(9) Un punto dista dos centímetros del centro-de una circunferencia 
de 6 cm de diámetro. Hallar la menor distancia del punto a la circunferencia. 
d=1.cm 


(10) Expresar la menor distancia (z) de un punto a una circunferencia, 
en función de la distancia del punto al 
centro (d)y del radio (r) de la cir- 
cunferencia. Sabiendo que d < r. 

R: == r— 4. 


(11) Si АВ = BC = CD; demos- 
D  trarque Z АОС = / ВОР”. 


US (12) Los radios de dos circunfe- 
СА rencias son 10 у 16 ст. Hallar la dis- 


tancia de los centros si las circunferen- 
cias son: 
a) tangentes interiores; 


b) tangentes exteriores. 
R fa 6 ет 
Ejer. 11 "| b) 26 em. 


VALORES (—) ФЕ Х 
4 3 2 15, 


VALORES 
DE Y. 


Angulos en la circunferencia 


198. ANGULO CENTRAL. Como ya se ha dicho, es el que tiene su 
vértice en el centro de la circunferencia, tal como el / AOB (Pig. 170) 


En una misma circunferencia о en circunferencias iguales, los ángulos 
centrales son proporcionales a sus arcos correspondientes. Siendo O y О' cir- 


cunferencias iguales (Fig. 171) tenemos que: 
ZAOB _ ПАВ abba: LAOB _ САВ 
¿BOC С "BC sun ¿MON ӨМ" 


199, MEDIDA DEL ANGULO C 
149 


TRAL. Si adoptamos como unidad 


GEOMETRIA (BALDOR) — 6. 


el (1596-1650). Geometria Ana- el padre de la Geometría Analítica, que concibió 
desarrollo del Abr durante el siglo más como Filosofía que como Matemáticas. Las 

' tercio del XVII in: a Descartes coordenadas, llamadas cartesianas, son para él 
“análisis geométrico de los antiguos con sólo un método para resolver los problemas de 
los modernos, siendo de este modo la Geometría. Su obra «Geometria» data de 1637. 
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m 


Fig. 170 
A 

- 

jo] 
B 

/ 
c 

Fig. 171-1 


Fig. 172 


de ángulos el ángulo central correspon- 
diente al arco unidad, la medida de 
un ángulo central es igual a la de su 
arco correspondiente. 
Z AOB OAB 

¿MON ` PMN’ 
nos dice que si tomamos por unidad de 
ángulos el ¿MON (Fig. 171) y por 
unidad de arcos al AMN, la medida del 
ZAOB es la misma que la del OAB 
(esto quiere decir que si el / MO'N 
cabe 2 veces por ejemplo, en el £ АОВ, 
también el OMN cabe 2 veces en el 
АВ). 


Luego la proporción 


M 


RR 


Fig..171-2 


Y como es más cómodo comparar 
arcos que ángulos, es por esto que la 
medida de ángulos es indirecta y se 
efectúa comparando arcos mediante los 
transportadores o semicírculos gradua- 
dos. Obsérvese que en este sentido la 
medida de un arco no es una medida 
de longitud, es decir, dos arcos pueden 
tener la misma medida de arco. pero 
tener diferentes longitudes, 

200. ANGULO- INSCRITO. Es 
el ángulo que tiene su vértice en la 
circunferencia y sus lados son secan- 
tes (Fig. 172 
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201. ANGULO: SEMLEINSCRITO. Es el ángulo (Fig. 173) que tiene 
su vértice en la circunferencia y uno de sus lados es una tangente y el 
otro una secante. 


Fig. 173 Fig. 174 € 


202 ANGULO EX-INSCRITO. Es el ángulo adyacente а un ángulo 
inscrito (Fig. 174) 
203. TEOREMA 51. Mebipa DEL ÁNGULO INSCRITO. “La medida de 
todo ángulo inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados”. 
ler. Gase. El centro 
está en uno dedos lados 
del ángulo, 
HIPÓTESIS: C 
El Z ABC (Fig. 175) 
es inscrito y O es el cen- 
tro de la circunferencia. B 
TESIS: 
Medida del LB = A. 
Construcción auxiliar. 
Tracemos el radio OC, for- 
mándose el ABOC que es 
isósceles. Fig. 175 


DEMOSTRACIÓN 
En el ABOC: 
ZB= LE (1) Se oponen a radios: iguales. 
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Per: ¿B+ ZC —/ АОС (2) Por ser el / АОС un ángulo exterior. 
Sustituyendo (1) en (2), tenemos: 


4B+ 2В = / АОС 


2/B= 1 АОС Sumando; 
8= £402 (3)  Despejando. 


Pero MAC es medida del / АОС. (4) Central. 
Sustituyendo (4) en (3), tenemos: 
3 SAC 
medida del / В => 
2" Caso, El centro está en el interior del ángulo. 
Huróresis: El ¿AB (Fig. 176) es inscrito y O es interior del Z ABC. 


n 

ress: Medida del ZB = E 

Construcción auxiliar, Tracemos el diámetro BD, de manera que se for- 
men los ángulos inscritos / ABD y ¿CBD. 


DEMOSTRACIÓN: 


¿B= ¿ ABD + ¿CBD (1) Suma de ángulos. 
DAD 
Pero: ¿ABD = —— (2) 
apc Por el primer caso, 
y £CBD——,— (3) 


Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos: 
MAD , ODC _ MAC 


medida del / B = 5 + کو = و‎ Suma de arcos 
A 
8 D р 
БЕ Š la 
(3 3 


Fig. 176 Fig. 177 
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Ser. caso, ¿El centro es exterior al ángulo. 
miróresis: El ¿ABC (Fig. 177) es inscrito y O es exterior al / ABC. 


TESIS: Medida del / ABC = ЭМ 


Construcción auxiliar, "Tracemos el diámetro BD, formándose Z ABD y 
2 CBD, ambos inscritos. 


DEMOSTRACIÓN: 
ZABC= / CBD — 1 ABD (1j Diferencia de ángulos. 
Pero: medida del /CBD = S2 (2) 


y medida del / ABD — 223 (3) 
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 


..9CcD AAD _ MAC : В 
“АВС = Aun CE SS Diferencia de arcos. 


Primer caso. 


204. COROLARIO 1. Todos los ángulos inscritos en el mismo arco, 
son iguales, Así, en la figura 178 tenemos: 
n 
даво = ¿Apo = ABC 


207 


E: 
Fig. 178 Fig. 179 


205. COROLARIO 2. Todo ángulo inscrito en una semicircunferencia 


(Fig, 179) es recto. 
jo 
1 ABC = ¿ano = 4E — 180° = ago. 


206. ARCO CAPAZ DE UN ANGULO. Hemos visto que todos los 
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ángulos inscritos en el mismo arco, son iguales. Dicho arco sellama sreo papar 
de esos ángulos. En la figura 175 el arco capaz de los ángulos iguales / ABC, 
2 АЛС, etc., es el Q AEC. 

207. TEOREMA 52. Мкргол DEL ÁNGULO sEMi-INSCRITO. "La medida 
del ángulo semi-inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados". 

ler caso: El centro está en uno de los lados del angulo, 

miróresis: El Z ABC es semi-inscrito y O es el centro de la circunfe- 
rencia (Fig. 180) 


n, 

TESIS; Medida del гавс = "80, 

DEMOSTRACIÓN. 

ZABC = 909 (1) La tangente ез perpendicular alovadio enel 

puntó-dé contacto. 
ӨВС = 180° (2) -Por ser DBC una semitircunferencia. 

Comparando (1) y (2), tenemos: 

i ABC 
medida del / ABC =, 


2* caso: El centro estáen el interior del ángulo. 


mivorests: El Z АВС es semi-inscrito y O es interior del Z ABC (Hig. 181) 


Ni 
sits Medida del / ABC = WE, 


B c 8 2, р 
li 


Fig.180 Fig. 181 


Construcción auxiliar. Tracemos por B el diámetro BD, quedando 
el / АВС, dividido en / ABD y / DBC de manera que: 


¿ABC = / ABD + ¿DBC. 
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DEMOSTRACIÓN 


Medida del Z ABD = рп a) 
5 ADC ler. caso; 
medida del / DBC = gE (2) 


Sumando (1) y (2), tenemos: 

NBD “DC 
medida del (/ ABD + £ DBC) => 
Efectuando operaciones, tenemos: 

T “ABG 
medida del / ABC — = 

3er. caso: El centro es exterior 
al ángulo 


imóresis: El ZABC es semi Ë > D 
inscrito y O es exterior al ángulo ||; A 
gura 182) 
5 ОВС. 
vesis: Medida del Z АВС = ——. 
2 c 
Construcción auxiliar. Tracemos 
el diámetro BD, formándose el / СВР, A 
semi-inscrito. Fig. 182 
DEMOSTRACIÓN 
Z АВС = / ABD — Z CBD (1) Resta de ángulos. 
n 
Pero: medida del / ABD ے‎ (2) | ter. caso; 
[17 
y medida дй ¿cap — D€ ORI RE M 


Sustituyendo (2) y (3) en (1) 


овр--о n, 
medida del гавс = 280 086... 2 


208. TEOREMA 53. Mzbtma DEL ÁNGULO Ex-rNscwrro. "La medida 
del ángulo ex=inscrito es igual a la semisuma de los arcos que tienen su origen 
en el vértice y sus extremos en umo.de los lados у en la prolongación del otro”. 


iipóresis: El ZABC es ex-inscrito (Fig, 183). 


ӨВС + NBD 
= 


Construcción entriliar Unimos C соп D formándose el ABCD. 


TESIS: Medida del / АВС = 
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DEMOSTRACIÓN 


LABO= ¿C+ ¿D (t) Angulo externo. 
Pero: medida del /C =P (8) Улага 
N 
y medida del 19-88 (8) S5 асна: 


Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 


OBD + ABC _ OBD + ABC 


medida del / ABC — — z = 3 


209. ANGULO INTERIOR. Es el ángulo cuyo vértice es un punto in- 


terior de la circunferencia. 


Los / АВС, ¿EBD, ¿ABE y 
ZCBD (Fig. 184) son interiores. 


A 
B 
V 
0 
s A 


Fig. 183 Fig. 184 


210. ANGULO EXTERIOR. Es 
el ángulo cuyo vértice es un punto ex- 
terior de la circunferencia. El / ACE 
(Fig. 185) es exterior. 

A 


— C 


Fig. 185 Fig. 186 


» 
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211. TEOREMA 54. MEDIDA DEL ANGULO INTERIOR. “La medida del 
ángulo interior es igual a la semisuma de las medidas de los arcos comprendidos 
por sus lados y por sus prolongaciones". 

miróresis: El ZAED (Fig. 186) es un ángulo interior. 

MAD y OBC son los arcos comprendidos por los lados у рог 
las prolongaciones. 
ӨВС + PAD 

tests: Medida del ¿£= 54D 
Construcción auxiliar: Unamos A con C, formándose el AAEC. 
DEMOSTRACIÓN 


En el AAEC tenemos: LE =L A+ ИС (1) Por ser ¿E un ángulo ex- 
terior del A ABC. 


р ӨВС ó 
Pero: medida del £A (2) Inscrito; 
y medida del /C — ME (3) Inscrito; 


Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 


N, LU n, 
medida del LE = PC , DAD. gie 


219. TEOREMA 55. MEDIDA DEL ÁNGULO EXTERIOR, “La medida del 
ángulo exterior es igual a 
la semi-diferencia de las 
medidas de los arcos com- 
prendidos ñor sus lados". с. 


frrpûresıs: El ZA es ба 


exterior (Fig. 187) 


resis: Medida del > А 
OCD ARE 
LA= E FE 
Construcción auxiliar, D 
Unimos C con E, formán- 
dose el AAEC. Fig. 187 
DEMOSTRACIÓN: 


En el AACE tenemos: ¿E= 4 A+ ZC Angulo exterior del A ACE. 


158 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Despejando A: 
¿A= ZE— ZC (1) 
Pero: medida del LP (2) Inscrito; 
y medida del 4C = CAE (gom ЕЁ, 
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 
medida del ¿a — SP _ E со 2 


Caso particular, Un caso particular del ángulo exterior es el ángulo circuns- 
crito que es el formado por dos tangentes a la circunferencia. 
Su medida es también la semidiferencia de los arcos limita- 
dos por los puntos de contacto. 


EJERCICIOS 
(1) Si NAC = 100%; hallar el 
¿ ABC. НУ 509: 
(2) Si OAB — 200%; hallar el 
A АВС. R. 100°. 


в 
с 
Ejer 1 Ejer. 2 
(3) Si Z АОВ = 80°; hallar el / ACB. R.: 40°. 
(4) Si /АОС = 70%; hallar el / ABC. R. 35% 
(5) Si MDC = 40° y PAE = 80%; hallar el / ABE. В 609; 


(6) Si AE = 80% y NBD = 40°; hallar el / DCB J; 209: 
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Ejes 4 


(7) Si ОРО = 10? у у 08Р =400; 
hallar el OMN. В.: 90°. 
(8) Si OBD — 10° y / АВЕ = 
== 40°; hallar el / BCD 87359: 


n 


Ejer. 6 


m 


Ejea 7 Ejer 8 


Relaciones métricas en la circunferencia 


En este capítulo vamos a estudiar las relaciones métricas que se verifican 
entre las cuerdas, secantes y tangentes de una circunferencia. 


EO 
TEOR 


56. RELACION 


ES ENTRE LAS CUERDAS. 
unferencia se cortan, e 


"Si dos cuerdas 


de una circ 1 producto de los dos segmentos determinados 


y una cuerda es igual al producto de los dos segmentos determinados en 


miróresis: АВ y CD son cuerdas que se cortan en Q; 

QA y QB son los segmentos determinados en AB; 

QC y QD son los segmentos determinados en CD (Vig. 188) 
TESIS 


QA: QB = QC: QD. 
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Construcción auxiliar, Unimos A con D у B соп C, formándose los 
triángulos ABCQ y AADQ. 
DEMOSTRACIÓN: 
En los ABCQ y AADQ: 
{Аже 
(inscritos en el mismo arco OBD); 
48-20 
(inscritos en. el mismo arco OAC); 
"4: ABCQ — AADQ 
(рог tener dos ángulos iguales) 
Estableciendo la proporcionalidad 
entre los lados homólogos, tenemos: 


cS d 
Qc QB 
Fig. 188 s QA- QB = QC ` QD 


(por ser el producto de los-medios igual al producto de los extremos). 
214. TEOREMA 57. RELACIONES ENTRE SECANTES. "Si por un punto 
exterior de una circunfe- 
rencia se trazan dos se- 
cantes, el producto de una 
secante por su segmento ex- 
terior, es igual al producto 
de la otra secante por su 
segmento exterior”. 


miróres:s. (Fig. 189): 
QA y Qc secantes; QB y 
QD segmentos exteriores. 


TESIS; 
Fig. 189 QA · QB = QC - QD. 
Construcción auxiliar, Unimos A соп D y B con C, formándose los 
triángulos AQDA y AQBC. 


DEMOSTRACIÓN: 
En los AQDA y AQBC: 
2Q=.40 Común; 
Z A= LE Inscritos en “BD; 


ло ЛОРА AQBC Por tener-dos ángulos iguales. 
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Entre los lados homólogos estableciendo la proporcionalidad: 


ОА QD 
Q QB 


2. QA-QB —QC- QD Por ser el producto, 46198 medios зена! al pros 
ducto de los extremos. 


215. TEOREMA 58. PROPIEDAD DE LA TANGENTE Y LA SECANTE TRA- 
ZADAS DESDE UN PUNTO EXTERIOR A UNA 
CIRCUNFERENCIA. "Si por un punto ex- 
terior de una circunferencia se trazan 
una tangente y una secante, la tangente 
es media proporcional entre la secante 
y su segmentc exterior". 


ivóresis: QT y ОА son tangen- 


te y secante a la circunferencia О (fi- 
gura 190) 


TESIS: Q4. gr 
ESIS: QT QB 


Construcción auxiliar. Unimos T 5 Fig. 190 
con А y con В, formándose los triángulos AQTA y AQTB. 
DEMOSTRACIÓN 
En los AQTA y AQTB: 
ZQ= 70 Común; 
LA=L£T Inscrito y-semi-inscrito en el ABT; 


AQTA — AQTB Por tener dos ángulos iguales, 
Entre los lados homólogos estableciendo la proporcionalidad: 
Qà gr 
Qr QB' 
216. DIVISION AUREA. Dividir un segmento AB en media y extrema 
razón, consiste en dividirlo en dos segmentos AM y MB, tales que: 
ss = x. А M n 
AM MB. - R N, s v. 


Es decir, que el segmento AM es la media proporcional entre AB y MB. 
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Este segmento AM se llama segmento áureo y se considera que esta división 
es la más proporcionada que se puede hacer de un segmento. 


217.. CALCULO ANALITICO DEL SEGMENTO AUREO. Sea AB = а 
(figura 191) un segmento cualquiera y sea AP = +z. su segmento áureo. 


Fig 191 
Tendremos: 
Suc Por definición; 
z a—r 
=a (a— zx) Producto de medios igual a producto 
de extremos; 
4 = a س‎ Efectuando; 
2 ат —0@= 0 Traásponiendo: y ordenando. 
Resolviendo esta ecuación de 2° grado: 
r= =s л, ve + 4a Aplicando la fórmula; 
a A vos Efectuando; 
х MB Sacando а fuera del radical; 
«EN Sacando factor común a; 
5-4 2 
ЕЕ саси Considerando solamente el valor ро- 
22 sitivo; 
к= | = i | Separando y ordenando. 


218. EJEMPLOS. 1") Hallar el segmento áureo de un segmento 
de 12 cm. 


Fórmula; x-a | Eb 4 


т=19 E =6 ti 


7 = 6(2.94 — 1) = 6(194) = 7.44 cm. 
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2°) Hallar el segmento cuyo segmento. áureo. vale; 6.2. centimetros. 
De la fórmula z= a d 1) p sustituyendo volores resulte: 
62 —a | | 
2(6.2) = a(/5 —1) 
124 = (9.94 — 1) 


194 —134a 
: ARA. S. 
22 а= тӯ = 109и. 


219. DIVISION AUREA DE UN SEGMENTO. SOLUCION GRAFICA. 
Sea AB = a el segmento (Fig. 192) 5 


Vig, 192 


Construcción. 
1*. Em el extremo B, levantamos OB 1 AB. 
9°. Trazamos OB — 25 = АМ. 


3", Con centro еп O y con radio ОВ = 223 trazamos una circunferencia. 
4. Unimos A con О y determinamos el punto C. 
5*. Con centro en А y con radio igual a AC, determinamos el punto Р, 


6". El segmento АР = х es el segmento áureo. 


990. JUSTIFICACION DEL METODO GRAFICO. Prolonguemos AO 
hasta que corte a la circunferencia en D. Tendremos la tangente AB y la 
secante AD. 


AD АВ 
Еп А == 1 
tonces: AB АС (1) 


Рего: AB=AC=x (2) 
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AD=14+UTD=x+5+5=+a 


АВ — a. 


Sustituyendo (2), (3) y (4) en (1), tenemos: 
za a 


O sea, l= 
т 


(3) 
(4) 


Por tanto, el punto P divide a "AB en media y extrema razón. 


EJERCICIOS 


(1) Si AP=3, PB —5 у PC =4; hallar PD. 


(2).9& AB — 8, PC = 3 y 


CD = 12; hallar АВ. 
__ (4) Si AB 
PD = 2PC; hallar РС. R. 
(5) Si CD = 15, PD = 6 y 
PB — 3PA; hallar PA. 
А: PA = 303. 
(6) Si ОВ = 19, QA = 4 y 
QD = 10; hallar QC. R. QC = 48. 


(7) Si QB = 70, QA = 8 y QC = 6; hallar QD. 

(8) Si 08 — 14, AB— 8 y CD = 10; hallar QC. 
(9) Si QA = 8, AB — 12 y CD = 10; hallar QC. 
(10) Si QA = AB, QC = 8 y CD = 14; hallar QB. 


с 


R: PD=3.75. 


Ejcres. Tal 5 


R: QD=os 1 
R: QC = 54. 
R: QC = 8.6. 

R: ОВ= AT. 
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(11) Si QA — 9 y 
QB — 4; hallar QT. 
в: QT = 6. 
в 


(2) 8 QA = 8 y EA 


BA = 4; hallar QT. 


в: QT = Ау. ë 
(13) Si QT — 8 y 
QA = 20; hallar QB. c 
R: QB = 32 D 
(14) Si QT — 14 y Ejercs 6 al 10 
QB=8; hallar la medida correspondiente a QA. R.: ОА = 24.5. 
— QA — = N Ses 
(15) Si 08-24 y QB — 9; hallar QT. R: QT — 18. 


(16) Hallar gráficamente el segmento áureo de un segmento de 9 cm. 
(17) Comprobarlo efectuando la medida. R.: 5.6 cm. 


(18) Se desea saber 
qué ancho debe tener un 


: rectángulo de 20 cm de 
largo, para que sus dimen- 
B siones sean lo más propor- 


cionadas posibles. 
R 12.4 cm. 


(19) Hallar algebrai- 

Y camente el segmento áu- 

reo de un segmento de 

Ejeres- 11 al 15 30 cm. R.: 18.6 cm. 


(20) Demostrar que el segmento áureo es aproximadamente el 62% 
del segmento total. 


3 


ETA 3 ( 
—— 
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Relaciones métricas en los polígonos regulares 


221. POLIGONOS REGULARES. Son los que tienen los lados y los 
ángulos iguales (Fig, 193) 


AB=BC = CD =DE = EF = FA, 
LS PERE ZO s= ¿D = LBS F. 


222. POLIGONO INSCRITO. Es el que tiene todos sus vértices sobre 
una circunferencia (Fig. 194) 


223. (CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA. Cuando el polígono está 
inscrito, se dice que la circunferencia está circunscrita al polígono. 


167 
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H 
A B G A 
F G E B 
c 
Е D D 


Fig. 193 Fig. 194 
224. POLIGONO CIRCUNSCRITO, Es aquel cuyos lados son tangen- 
tes а la circunferencia (liy. 195). 


225, CIRCUNFERENCIA INSCRITA. Cuando el polígono está circuns- 
crito, se dice que la circunferencia está inscrita. 


“ыр 


Fig. 195 Fig. 196 
226. RADIO DE UN POLIGONO REGULAR. Es el radio de la cir- 
cunferencia circunscrita. En la figura 100, OD = OE son radios del polígono. 
227. ANGULO CENTRAL. Angulo central de un polígono regular, 
es el formado por dos radios que corresponden a los extremos de un mismo 
lado, En la figura 190 el / EOD es un ángulo central del polígono. 
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228, TEOREMA 59. “Si se divide una circunferencia en tres o más arcos 
iguales, las cuerdas que unen los puntos sucesivos de división, formarán un poli- 
gono regular inscrito”. 
HrPóvEss. En la circunferencia О (Fig. 197): 
ОАВ = ОВС = ^CD = ..... son los arcos; 


y АВ, ВС, СР, ..... son sus cuerdas correspondientes. 
TESIS: ABCD es regular. 
DEMOSTRACIÓN 
AB = BC = CD: Por ser ПАВ = АВС = "CD ::: por hipótesis; 


2. LA=4B= ОС =... | Inscritos en arcos iguales; 
<. ABCDEF es regular Por tener iguales.sus lados y sus ángulos. 


Fig. 197 Fig. 198 

229. COROLARIO. Si unimos el punto medio de cada uno de los arcos 
subtendidos por los lados de un polígono regular inscrito con los dos vértices 
más próximos, se formará un polígono regular inscrito de doble número de lados 
que el polígono dado. 

En efecto, como los nuevos arcos ПАН, MHB, OBI, etc. (Fig. 198) son 
iguales entre sí, por ser mitades de arcos iguales, el nuevo polígono será 
regular de acuerdo con el teorema 59. 

930. TEOREMA 60. "Si se divide una circunferencia en tres o más 
arcos iguales, las tangentes trazadas a la circunferencia por los puntos de divi- 
sión o рог los puntos medios de dichos arcos, forman un polígono regu- 
lar circunscrito”. ё 
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En efecto, si dividimos, por ejemplo, la circunferencia en seis arcos iguales 
y por los puntos de división trazamos tangentes a dicha circunferencia, dichas 
tangentes formarán el hexágono circunscrito ABCDEF (Fig. 199-А) que es 
regular porque tiene sus ángulos iguales. por ser exteriores que abarcan arcos 
iguales, y sus lados son también iguales por ser sumas de segmentos iguales. 


Figs. 199. y 1995 


Análogamente, si trazamos las tangentes por los puntos medios de cada 
uno de los seis arcos iguales, en que ha sido dividida la circunferencia O, 
se forma el hexágono circunscrito A'B'C'D'E'F' (Pig. 199:8) que también 
es regular y sus lados son respectivamente paralelos a los lados del hexá- 
gono inscrito formado al unir los puntos 
de división. 

En ambos casos, los poligonos ins- 
critos y circunscritos tienen el mismo 
nümero de lados. 


231. TEOREMA 01. “Todo poli- 
gono regular puede ser inscrito en una 


Enc ALD 


circunferencia”. 
miróresis: ABCDEF (Fig. 200) 
(17 es un polígono regular. 
AA B resis: AABCDEF es inscribible. 
Construcción auxiliar. Construya- 
Fig, 200 mos la circunferencia O que pasa por 


tres de los vértices A, В y С. Tracemos los radios OA, OB y OC. Unamos 
O con D. Se formarán los triángulos AOAB, AOBC y AOCD. 
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DEMOSTRACIÓN: 
гавс = ZBCD (1) El poligono ABCDEF es regular por hipótesis; 
41241 (2) Por ser el AOBC isósceles, 
En los AOAB y AOCD: 


122249 Restando (2) de (1) 
Además: B= CD El poligono ABCDEF es regular por hipótesis; 
y OB-OC Radios de la misma circunferencia; 
2. AOAB = ДОСр Por tener iguales dos lados y el ángulo 
comprendido; 
OA = OD Elementos homólogos de triángulos iguales. 


La circunferencia O pasa por D Por ser OD — OA = radio, 
Análogamente probaríamos que ` 
la circunferencia O pasa por E, 
por F, etc. 
.'. ABCDEF ез inscribible Рог tener todos sus vértices sobre: la circun- 
ferencia O. 


232. APOTEMA. Se llama apotema de un polígono regular al seg- 
mento de perpendicular trazada desde el centro del polígono a uno cualquiera 
de sus lados. En la figura 201 OM es la apotema. 


E 
A D & р 
о 
5 
Qs. 
— 
b P MS G B ЖН [9 
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La apotema se designa con la letra “a”, acompañada de un subíndice 
que indica el número de lados del polígono a que pertenece. 
Ejemplos: а, representa la apotema del cuadrado, 
4; representa la apotema del pentágono, 
as representa la apotema del hexágono, etc. 


233. CALCULO DE LA APOTEMA EN FUNCION DEL LADO Y 
DEL RADIO. Sea (Fig. 202) 
"BC = l, (lado de un polígono regular de n lados); 
ОН = а. (apotema); 


OB = r (radio). 
En el AOBH: 
ТОВ = ОН: + BH: (1) Teorema de Pitágoras. 
Вер 
Рего: ВН = = (2) 
pea C, Hipótesis 
ОВ = ғ (4) 
Sustituyendo (2), (3) y (4) en (1). tenemos: 
2 
T 
Despejando а,2: h 
а? = »-[2]. 
Efectuando operaciones: La 
а= 7-50; 
4 
47—12 
а = 7 
Extrayendo raíz cuadrada: 
= ¡Hol 
%&= ATA 
a = ТЕ. 


234. CALCULO DEL LADO DEL POLIGONO REGULAR INSCRITO 
DE DOBLE NUMERO DE LADOS. Vamos a obtener una fórmula que 
nos permita, sabiendo el valor del lado de un polígono regular cualquiera, 
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calcular el valor del lado del polígono que tiene doble número de lados, inscrito 
en la misma circunferencia. 
Sea (Fig. 203): 


BG = L (1) 
OH =a, (2) 
EC = b. 6) 
ОС = OE = r (4) 
En el AOCE: A D 


EC: —OC: + OE? — 20E - OH (5) 
(cuadrado del lado opuesto a un ángu- 


атто 

Sustituyendo (2), (3) y (4) en (5). 

tenemos: Bu I шо 
¡pasa pili Zaa (6) E 

Pero: a, = VEF— 0) Fig, 203 


lê = Fr VIF, 


235. CALCULO DÊL LADO DEL POLIGONO CIRCUNSCRITO.— 
Sea (Fig. 204): АВ =1,, AB = L,. 


Construcción auziliar. "Tracemos el radio ОН? 1 AF’. Sea H el punto 
donde ОЙ? corta a AB.Como AF || АВ 
tendremos que OH será la apotema del 
polígono inscrito. Unamos O con А’ y 
con B”, formándose AOA'B' y AOAB. 


ZOA'B' = ¿OAB, Por ser AB || AF; 


. АВ Oo () 
AE OR 

(alturas homólogas de triángulos se- 

mejantes). 

Per: AF = Ln, (2) 

AB-I, (3) 

OH —r (4) 


ОН = а (5) 
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Sustituyendo (2), (3), (4) y (5) en (1), tenemos: 


Le r 
1 
= 2 us (6) Extremo de una proporción 
Pero: а= p VATI (7) 
Sustituyendo (7) en (6), tenemos: 
Xu hr 
zy p 
Nas 1254 
VAR TE 


236. APLICACIONES. 1) Sabiendo que el lado del cuadrado ¡inscrito 
en una circunferencia de radio r vale гу/2, calcular la apotema y el lado 
del octágono inscrito en la misma circunferencia. 


Cálculo de la apotema: 


Dato; l = rv a, = p VAT 
Fórmulas: 1 
Incógnila; a= x a= g VIr 


Cálculo del lado del octágono: 


КИРИН e VEE 
AW MU кеч 
ENT 
аяа 
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=V r NS 
=V (2—v2) 
RÊ уЗ 


2) Calcular la apotema y el lado de un decágono inscrito en una cir- 
cunferencia de radio igual a 2 m, sabiendo que el lado del pentágono inscrito 


en la misma circunferencia vale V10 — 2/5. 


Cálculo del lado del decágono: 
r=2m 


Datos: 
| lb = y10— 2v5 
Fórmula; la = Ve r—=r yir — TE 
ly = Vor — rN 4F — ê 
=y2:2—2 422 — | 40215] 
= 8 — 2416—10 — 245 


= v8 — 9\/16 — (10 — 25) 
= V8 — 2/6 + 9/5. 


Calculo de la apotema: 
Fórmula; a= ARTE 


ap al 


ho 


Incógnitas: 
reógnitas он. 


2 
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cc | / === 
5 =3V16— М8 — 2/6 + 9/5 


2 


5 


З, та 
= 516—826 +2у5 


237. CALCULO DEL LADO DEI, 
HEXAGONO REGULAR. Vamos a 
demostrar que el lado del hexágono 
regular inscrito en una circunferencia 
es igual al radio. 

Sea el hexágono regular ABCDEF 
(Fig. 205) inscrito en la circunferen- 
cia O de radio r. 


Sea AB = у e UR =. 
(vamos a demostrar que le = r). 


DEMOSTRACIÓN. En el AAOB: 
LA--ZB-- 70-180? (1) 
Pero: £0 200 —во° (2) 


Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


LA + ZB + 60° = 180° 
£A 4- LB = 180° — 60° 


ZA+ ZB 190? (3) 
Pero: /A— /В (4) 


Sustituyendo (4) en (3), tenemos: 
¿Z A+ / A=120°, / B-- / B—190*. 


24.1909, 924B- 190%. 
. 190° .. 120° 
ашк RUE 


Suma de los- ángulos interiores de 
un triángulo. 
Angulo central. 


Trasponiendo; 
Efectuando operaciones: 


Por oponerse a lados iguales 


que ОА = OB = r. 
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4A = 60° (5) 
ZB = 60° (6) 
Сото / А = ZB = ZO = 60°, resulta: Comparando (2), (5) y (6), а ángu- 
E los iguales, se oponen lados iguales. 
AB = ОА = UB =r 
n Ж. 
En consecuencia, para construir un hexágono regular inscrito en una 
circunferencia dada se toma el radio y se lleva seis veces como cuerda. 
238. CALCULO DEL LADO DEL TRIANGULO EQUILATERO.— 
Sea el triángulo equilátero ЛАВС (Fig. 206), inscrito en la circunferen- 
cia O,construido dividiendo la circunferencia en seis partes iguales y uniendo 
de dos en dos. 
Si D es el punto medio del OAC, el diámetro BD es perpendicular a 
la cuerda AC. 


En el ADAB: 
LA = 90° Inscrito en una semicircuriferenciag 
BD: = AB: + АГ? (1) Teorema de Pitágoras. 
Pero: BD=2r (2) Рог ser diámetro; 
Аб--ї, (3) 1 : 
Construcción. 
АВ=Һ wl 


Sustituyendo (2), (3) y (4), en (1): 
(2r) = 1 + 12 


So Ari le + 162 (5) Efectuando operaciones. 
Pero: = г (6) Рог lado del hexágono. 
Sustituyendo (6) en (5): 
4r وا‎ 
4r—r= le Despejando; 
310 odium nt 
yo Extrayendo la raíz cuadrada; 
h= N3 Simplificando, 


239. LADO DEL CUADRADO. Sea el cuadrado ABCD, inscrito en 
la circunferencia O (Fig. 207). 
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л р 
/ 5 72 NN 
9 B 
Fig. 206 Fig. 207 
En el AAOB 
АВ = OA: + ОВ (1) Teorema de Pitágoras: 
Pero: АВ =. (2) 
y OA=0B=r (3) 
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 
=P +m 
12-85 Efectuando operaciones; 
L= vz r: 
а= Sacando la raíz cuadrada. 


240. TEOREMA 62. PROPIEDAD DEL LADO DEL DECÀGONO “REGULAR. 
“El lado del decágono re- 
gular inscrito en una cir- 
cunferencia es igual al seg- 
mento áureo del radio", 


HIPÓTESIS: 
En la circunferencia O de 
radio r sea АВ = Һа (fi- 
gura 208), 


r ho 
TESIS: — = ——Əə. 
ho т По 
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Construcción auxiliar. Tracemos los radios ОА y OB, formándose el 
AOAB. Tracemos la bisectriz BC, del / B. Se formarán los ABCO y ABCA. 


DEMOSTRACIÓN. En el AOAB: 
OB _ BC 
BA TA ed 
Pero: OB=r (2) 
ВА = ho (3) 
TAL, 06 (4) 
Sustituyendo (2), (3) y (4), en (1): 
ie бб, (8) 
lo r— 
Pero: rozm збо (6) 
o o 
y ¿A= d 
Además: 
LB 7 
ZCBO=——=—=36° 


¿Z BCA = 36? + 36° = 72? 
En el AOCB: 

0С = BC (7) 
En el AABC: 

"C = AB (8) 
Comparando (7) y (8), tenemos: 

ОС = AB — ho (9) 
Sustituyendo (9) en (5), tenemos: 


Pu. is 


16 rho 


241. 


Propiedad de la bisectriz. 


Angulo central; 


Por oponerse a lados iguales, ya 
que DAC ÓB — +. 


BC es bisectriz del /B por cons- 
trucción; 
Angulo exterior. 


Por oponerse a ángulos iguales. 
Por oponerse a ángulos iguales. 


Carácter transitivo. 


CALCULO DEL LADO DEL DECAGONO REGULAR INSCRI- 


TO EN UNA CIRCUNFERENCIA. Aplicando el teorema anterior: 


r Lo 


T v 


Demostrado; 
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<e ho? —r(r— lo) Producto. de medios igual a. pro- 
ducto de. extremos; 


CO h =r — rho 
S dy + rh — r= 0 Trasponiendo y ordenando. 


Resolviendo esta ecuación literal de segundo grado: 


Ik mp м ф4№ 
NU oss sar: 
_—riy4BP_—rry3 
== = — 
= "crocum Sacando factor comün r; | 
шон E Ordenando; | 
Lio UE- Tomando el valor positivo; 
2. = 5 (М5 — 1) Separando. 


242, TEOREMA 63. PROPIEDAD DEL LADO DEL PENTÁGONO REGULAR. 

“El lado del pentágono regular inscrito 

B en una circunferencia es igual a la hipo- 

tenusa de un triángulo rectángulo cuyos 

catetos son el lado del hexágono y el lado 

del decágono inscrito en dicha circun- 
ferencia". 

A mivóresis: En la circunferen- 
N cia O (Fig. 209): AB lo; OA =r =h 
y АС =. 

TESIS: ls es la hipotenusa y la y 
lio son los catetos de un triángulo rec- 
tángulo. 

Construcción auxiliar. Prolongue- 
Fig. 209 mos Ло por el extremo C, hasta un 


punto D, de manera que AD — AO — r. Desde el punto D, tracemos DE 
tangente a la circunferencia O en E. Tracemos el radio OE, que será per- 
pendicular a la tangente DE. Unamos O con D, formándose el AOED, 
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rectángulo en E. OD es la hipotenusa y OE y ED los catetos de este triángulo. 


Tracemos los radios OB y OC. 
DEMOSTRACIÓN, 
En el ЛОАР y AOAB: 
ОА = ОА =r 
АР = 08 = ғ 
además: 
ZOAD= 72? (1) 
y АОВ = 792° (2) 


Comparando (1) y (2), tenemos: 
[ОАР = ¿AOB 


ЛОАР = AAOB 


л OD=AB=ls 
Además — 
AC = AD: CD (3) 
y DE*=AD-CD (4) 
Comparando (3) y (4) tenemos: 
AC = DE: 


7. РЕ = 
y ОЕ --1, 


Por lo tanto, en el AOED se cumple 
que es rectángulo 


ED = lo = cateto. 


Comün; 
Construcción; 


Porque Z АОС = 36° y ser el ЛАОС 
isósceles; 


Angulo central del pentágono, 


Carácter transitivo; 


Por tener dos lados iguales e igual el 
ángulo comprendido; 

Elementos homólogos de triángulos 
iguales, 

AC = lı, es el segmento áureo del radio; 
Propiedad de la tangente y la secante, 


Carácter transitivo; 


Extrayendo la raíz cuadrada; 
Porque por hipótesis es АС = lio; 
Por ser ОЁ un radio, 


er o» 


Porque OE 1 ED, 


943, CALCULO DEL LADO DEL PENTAGONO REGULAR INS- 
CRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA, Aplicando el teorema anterior 


tenemos: 


GEOMETRÍA (BALDOR) — 7. 


l = lè + he (0 
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y como k= ғ (2) 


52:15 5 (у5--1), sustituyendo resulta; = 4 [ 5 ¡VES ] 
L 


kém rh BLA 
= 62541) Elevando al cuadrado; 


=+ (6— 28) Reduciendo; 
Hu ЭН Sumando; 
— e 386 exti у Multiplicando 
B ie زت‎ Reduciendo; 
P CLE) Sacando factor común; 
= 10—215) Separandos 
= 00—39) (10— 2/8) Extrayendo raiz cuadrada. 


pug eet 
la "EE v10— 2/5 


244 CALCULO DEL LADO DEL OCTAGONO REGULAR INSCRI 
TO EN UNA CIRCUNFERENCIA, El lado del polígono regular de doble 
número de lados está dado por la fórmula: 


LESA a) 
y como el lado del cuadrado es: 
lu=rvy2 (2) 


sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


pe ли 07 (27233 
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Rm 
E ITE 


aa] 


245. CALCULO DEL LADO DEL DODECAGONO REGULAR INS 
CRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA La fórmula que da el lado del poli- 
gono regular de doble número de lados es: 


а ис LE, а) 


y como el lado del hexágono es: hes (2) 


y finalmente, 


sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


TVE VRE 
Pu 
ru 
= Мз@—\3) 


eer um | 


246. RESUMEN DE LAS FORMULAS DE LOS POLIGONOS 
REGULARES. 


Apotema а= у" وا‎ 


y finalmente: 


Lado del polígono de doble número de lados lan = V2rt—ryr — lî 
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а 2 n 5 FS 211, 

Lado del poligono circunscrito AT 
Triángulo equilátero L =rv3 
Cuadrado L =rv2 
Pentágono 1 = 2040 — 9/8. 
Hexágono k =+ 

== 
Octágono d —ry2—w2 
Decágono log (V5—1) 


Dodecágono ha=rV2—v3 


EJERCICIOS 


(1) Calcular la apotema de un cuadrado inscrito en una circunferen- 
cia de 3 m de radio, si el lado del cuadrado mide 35/7 m. 


R.: a = Em. 


(2) Calcular la apotema de un triángulo equilátero inscrito en una 
circunferencia de 5 m de radio, si el lado del triángulo mide 5/3 m. 
R: a, = 9.5 m. 


(3) Sabiendo que el lado del octágono regular inscrito en uma cir- 


cunferencia de 6 m de radio vale 6y/2— /2 m, hallar el lado del polígono 
regular de 16 lados inscrito en la misma circunferencia. 


/ 
Ba DANI —V2 + V2 m. 
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(4) Sabiendo que el lado del decágono regular inscrito en una circun- 
тегепсіа de 2 m de radio, vale /5 — 1, calcular el lado del polígono regular 
de veinte lados inscrito en la misma circunferencia. 


4 RENE d 

Rz lu = 82/10 + 2/5. 

(5) Sabiendo que el lado del hexágono regular inscrito en una circun- 

ferencia de 9 m de radio vale 9 m, hallar el lado del hexágono regular cir- 
cunscrito a la misma circunferencia. 

R: l| = 6/3 m. 

(6) Sabiendo que el lado del cuadrado inscrito en una circunferencia de 

7 m de radio vale 7/2 m, hallar el lado del cuadrado circunscrito a la misma 


circunferencia. R; 14m 
(7) Calcular el lado del triángulo equilátero inscrito en una circunfe- 
rencia de 8 m de radio. R l = 8V3 m. 
(8) El lado de un triángulo equilátero inscrito en una circunferencia 
mide 2/3 m. Hallar el radio de dicha circunferencia. R: r= 2m. 
(9) Calcular el lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia de 

12 cm de radio. R.: l, = 12v/2 cm. 
(10) El perímetro de un cuadrado inscrito en uma circunferencia es 
20/2 cm. Hallar el diámetro de dicha circunferencia. R.: d — 10cm. 


(11) Calcular el lado de un pentágono regular inscrito en una circun- 


ferencia de 10 cm de radio. 
R: k= 5\/10 — 245 cm. 


(12) Sabiendo que el perímetro de un hexágono regular inscrito en una 
circunferencia vale 48 cm calcular el diámetro de dicha circunferencia. 


R: d = 16 cm. 
(13) Calcular el lado de un octágono regular inscrito en una circun- 


ferencia cuyo radio vale và 4- мт. Эг 
В: k = x/2 m. 


(14) Calcular el lado del decágono regular inscrito en una circunfe- 
rencia cuyo diámetro mide 2 + 9/5 m. R: ly = 2 m. 


(15) Calcular el lado del dodecágono regular inscrito en uma circunfe- 
rencia cuyo radio mide 2 + уЗ cm. = 
R.: а= у? + уЗ cm. 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
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CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS 


Construir un triángulo equilátero. 
Construir un cuadrado. 

Construir un pentágono regular. 
Construir un hexágono regular. 
Construir un  eptágono regular. 
Construir un octágcno regular. 
Construir un eneágono regular. 
Construir un decágono regular. 
Construir un dodecágono regular. 
Construir un pentedecágono regular. 


Las imágenes contenidas en esta lámina muestran 
semblanzas geométricas en la Geoquímica, la Sis- 
mografía y la Oceanografía, ciencias auxiliares de 
la GEOLOGÍA. De izquierda a derecha: «Unidad 
fundamental» de los silicatos, básica en la arqui- 


tectura de la corteza terrestre. En los otros dos 
gráficos, «ondas sísmicas» directas (D) y refleja- 
das (R), de forma «parabólica» y esquema del 
perfil de шпа ola. La V indica la dirección del 
viento y 1/2, la mitad: de la: longitud: de la onda. 


Polígonos semejantes. 
Medida de la circunferencia 


y A'B'CD'E' (Wig 210) se dice 
cumple que: 


LASLA 4B 


y además: 


ZE BC 


Dos polígonos tales como ABCDE 


que son semejantes si en ellos se 


LOAD LIDO SEE. 


DE 


ст DE 


Es decir: “Dos poligonos son semejantes cuando tienen sus ángulos ordena 


damente iguales y sus lados homólogos proporcionales” 
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Se llaman lados homólogos en dos polígonos semejantes a los lados que 
unen los vértices correspondientes a ángulos iguales. 


D с 


д 
Figs. 210-1 y 210-2 

248. OBSERVACION IMPORTANTE. Debemos señalar la siguiente 

diferencia entre la semejanza de triángulos y la de polígonos en general: en 

los polígonos no basta que los ángulos del uno sean ordenadamente iguales 


a los ángulos del otro; tampoco es suficiente que tengan sus lados proporcio- 
nales. Es necesario que se cumplan las dos condiciones. 


Q P 


Figs. 211-1 y 211-2 


Ejemplos: 


1) El rectángulo ABCD y el cuadrado MNPQ (Fig. 211), tienen sus 
ángulos respectivamente iguales (todos son rectos) pero no tienen sus lados 
proporcionales. Por tanto ло son semejantes 
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2) El rectángulo ABCD y el paralelogramo EFGH (Fig. 219) tienen 
sus lados proporcionales, ya que: 
DA_3 ДЕ 0 5 
221% y TF-7375— 15 


pero no tienen sus ángulos respectivamente iguales. Por tanto ло som 
semejantes. 


D $ c 
H G 
3 3 
2 2 
A 6 B É 4 F 


Figs. 212-1 y 212-2 
En consecuencia, para que dos poligonos sean semejantes es necesario 
que se cumplan estas dos condiciones: 
1°) Que tengan. sus ángulos respectivamente iguales. 
2%) Que sus lados sean proporcionales. 
249. TEOREMA 64. “Dos polígonos regulares del mismo número de 
Jados son semejantes”. 


E 


c 


A 8 e 


Figs. 213-1 y 213-2 
nrróresis: Los polígonos ABC- y АЛС"... (Fig. 213), son poligo- 
nos regulares de n lados. 
TESIS: АВС + ~ ABC! +" 
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DEMÓSTRAGIÓN: 
LAS LBs C=. (1) El polígono ABC- es regular 
por hipótesis; 
LA = LB = КС (2) EI poligono A'B'C' -“ es regu- 
Pero: ¿A= 2 9) aida сек 


Comparando (1), (2) y (3), tenemos: 
“Аз LA = ОВ ИВ (С--107- Carácter s 


Además: АВ BC = CD = --- 4) El polígono ABC `: es regular 
: e por hipótesis; 

AF PF ру... El polígorio A'B'C'--- es regu- 
АВ = ВС = CD = 5 es regi 

я E lar por hipótesis. 


Dividiendo ordenadamente (4) y (5): 


Por tanto: ABC- ~ A'BIC! =: wasasapa denis 


250, TEOREMA 65. RELACIÓN ENTRE LAS APOTEMAS, LOS RADIOS Y LOS 
LADOS DE LOS POLÍGONOS REGULARES DEL MISMO NÚMERO DE LADOS; La “razón 
de los lados de dos polígonos regulares del mismo número de lados es igual a 
la razón de sus radios y a la razón de sus apotemas”. 


Б 
o С! 
o 
r 4 r! r 
A H B A + E y 


Figs. 214-1 y 2142 


miróresis: Los poligonos АВС `` y A'B'C'-- (Fig. 214), son poligo- 
nos regulares de n lados. 


ЯВ-1 | lados; Oc. | apotemas; GA | radios. 
ОЖ, 


AF =! OF = 
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1 са 


ey ar 


TESIS: us 
qm 


Construcción auxiliar, 'Tracemos los radios ОВ y U'B', formándose los 
AOAB y AO'A'B'. 


DEMOSTRACIÓN. 
En los AOAB у AO'A'B': 
04 —0B d. Elan 
8 : 
DEGOF d I lios de una misma circunferencia; 
Dividiendo (1) entre (2), tenemos: 
22 ОВ 
OX ОР 
Además: 10-10 Angulos centrales de polígonos regu- 
lares del mismo número de lados; 
2. NOAB ~ NO'A'B Por tener un ángulo igual y propor: 
1 5 cionales los lados que lo forman; 
33 T^Y (3) Lados homólogos de triángulos se- 
mejantes; 
Ер que (4) Alturas homólogas de triángulos se- 
mejantes. 
Comparando (3) y (4), tenemos: 
2 =5=%. Como queríamos demostrar. 


251. COROLARIO. La razón entre el perímetro de un polígono regular 
y el radio, o el diámetro, de la circunferencia circunscrita, es constante para todos 
los polígonos regulares del mismo número de lados. 


sueóresm: ABC ==» y А'В'С' --- son poligonos regulares de m lados. 


$ Lows Lt. 
Th- Ue d We 
DEMOSTRACIÓN. 
It шоо, 
к= Teorema anterior; 
, A up 4 à 
Со лт (1) Multiplicando por n'los términos de la 


primera razón. 
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Pero: nl=P (2) 
y n'—P (3) 
Sustituyendo (2)! (3) en (1): 
Bof 
BUM 
>= ын (4)  Multiplicando pots 9 los tárminos:de.la 
t. segunda razón; 
EE (5) ! Intercambiando 108: medios, 
Pero: 2r=d (6) 
ər = (7) 


Sustituyendo (6) y (7) en (5): 
5-5 Como queríamos “demostrar, 


252. TEOREMA 66. “En una circunferencia el perímetro de un polí- 
gono regular inscrito de 2 n lados es mayor que el perímetro del polígono regular 
inscrito de n lados. 

mróresis: ABCDEF (Fig, 215) es un polígono regular de m lados ins- 

crito en la circunferencia O. 
AMBNCPDQ ------ es el polígono regular de 2 n lados inscri- 
to en la circunferencia O. 


tesis: AM + MB + BN E > AB + BC OD + ---. 
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253. TEOREMA 67. “El perímetro de un polígono regular circunscrito 
de 2n lados, es menor que el perímetro del poligono regular de n lados, cir- 
cunscrito a la misma circunferencia. 
miróresis: ABCD‘ (Fig. 216) es un poligono regular de n lados cir- 
cunscrito a la circunferencia O. 


qesis: MN + NO + OP + PQ 4-7 AB + BC + CD + s. 


NOTA. Las demostraciones de los teoremas 66 y 67, las dejamos al alumno. 
Recuerde que: "La menor distancia entre dos puntos, es el segmento que los une”. 


254. LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA. Observemos que al du- 
plicar el número de lados, el perímetro de un polígono regular inscrito en 
una circunferencia aumenta y el perímetro disminuye cuando el polígono es 
circunscrito. 


Ejemplo. Sea el triángulo inscrito ДАВС (Fig. 217) y el circuns- 
crito AA'B'C' a la misma circunferencia. 

El perímetro del triángulo inscrito Рз es menor que el perímetro del 
triángulo circunscrito P^, es decir: Рз < P's. 
Si duplicamos е1 número de lados de ambos polígonos tendremos un 
hexágono inscrito y otro circunscrito 
y en ellos resultará: 

Ps < P's. 

Nótese que P ha aumentado (Ps > Pa) c 
y que Р” ha disminuido (P', < P',). 
Esto,expresado matemáticamente y res- 
tando ordenadamente, sería: 


P' > Р, 
Ps < Ps 
7. P's= P, > P'e— Pa 
A 


Análogamente resultaría: 

P'o — Ps > Р, — Ра 

Pu — Pis > Ро, — Pa 

Pu — Р > P'a— Pas, etc. Fig 217 


в 


Es decir, а medida que se va duplicando el nümero de lados de los 
polígonos inscritos y circunscritos, la diferencia entre sus perímetros se va 
haciendo cada vez más pequeña, llegando a ser tan pequeña como se quiera. 

Si el nümero de lados de estos polígonos continúa duplicándose inde- 
finidamente, la diferencia entre ambos perímetros tiende a cero. En 
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matemáticas se dice que ambas sucesiones Pa, Pa, Pis = 
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y Р, Рь Рі --- 
de perímetros tienen un límite comün 
el cual se llama longitud de la cir- 
cunferencia. 


255. RELACION ENTRE LA 
APOTEMA Y EL RADIO Observe- 
mos (lig, 218) que a medida que se 
duplica el número de lados de un po- 
lígono inscrito, la apotema se va hacien- 
do cada vez mayor y acercándose inde- 
finidamente al valor del radio. El radio 
del polígono no varía y siempre es 
igual al radio de la circunferencia cir- 
cunscrita. 


256. TEOREMA 68. PROPORCIONATLIDAD ENTRE LAS LONGITUDES DE CIR- 


CUNFERENCIAS Y SUS RADIOS O DIÁMETROS. 


circunferencias cualesquiera es igual a la 


“La razón de las longitudes de dos 
razón de sus radios y de sus diámetros” 


A Figs. 2191 y 219.2 
miróresis: Sean C y C' las longitudes de las circunferencias O y О” 
(Fig. 219) de radios r y r” y diámetros d y d’. 
Esla sd 
2 RE SU dol 


Construcción auxiliar. 
rencias un polígono regular, ambos del 
y A'B'C'D'E'F' esos poligonos y sean 


Inscribamos en cada una de esas dos circunfe- 


mismo número de lados. Sean ABCDEF 
P y Р” sus perímetros. 
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DEMOSTRACIÓN: 
P = T Porque la razón de los perímetros de dos poligonos 


regulares del mismo número de lados es igual a 
la: razón de sus radios (por ser-losspoligonos se- 
mejantesy, | 
маг Eas (1) Porque la proporcionalidad anterior se cumple 
ШаР” r х š E 2 
cualquiera que sea el número de lados del polígono. 
Pero: límP=C (9) 
yi, UPC 143) 


Sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos: 
C r 


Por definición de longitud de circunferencia. 


Ur e 
Multiplicando por 2, los dos términos de la 2% razón: 
tony 6) 
DEP 
Pero: 2r—d (6) 
УР Еа (7) 
Sustituyendo (6) y (7) еп (5), tenemos: 
Caa 
Са. (8) 


Comparando (4) y (8), tenemos: 


257. COROLARIO. “La razón entre la longitud de una circunferencia 
y su diámetro, es una cantidad constante” 
miróresis. Sean C у С” las longitudes de las circunferencias О y O’ 
de diámetros d y d. 


EE 
TESIS: uu ¿e 


= Teorema anterior; 


c 

= 
3 C C š А 
E а а Intercambiando los: medios 
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258. EL NUMERO. El valor constante de la razón de la longitud de una 
circunferencia a su diámetro, se representa por la letra griega z (pi). Es decir: 
£ =m. 

Este número z, es un número irracional, es decir, no se puede expresar 
por ningün nümero entero o fraccionario. Se ha calculado con muchas cifras 
decimales y unos cuantos valores aproximados son los siguientes: 


22 
m == 
1 
ж = 3.14 
ж = 3.1416 
e 
27938 


п = 3,1415926535 °: -- 
Generalmente se usa el valor 3.14 о 3.1416. 


259. COROLARIO. "La longitud de una circunferencia es igual al duplo 
de л, multiplicado рог el radio”. 


DEMOSTRACIÓN: 
5 24 Por. definición; 
С= па (1) Despejando С; 
y como: d— 2r (2) Definición; 


sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
C=n(2r) ^^. CS Dr. 


260. CALCULO DE LA LONGI- 
TUD DE UNA CIRCUNFERENCIA. 
Hallar la longitud de la circunferencia 
cuyo radio vale 6 cm. 


Fórmula: C=2ar 
Ce tx 3.14 x'6 
буг 5314 
C — 37.68 cm. 
261. LONGITUD DE UN ARCO 


DE CIRCUNFERENCIA DE n°. Si 
C=2ar es la longitud de la cir- 
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Я 3 E o Zar Rd. 
cunferencia (360?) la longitud del arco de 1? será 360 Porque 1? es 360 


de una circunferencia. (Wig, 990) 
Y la longitud, |, de un arco de n? será: 
Би 2zrn? 


1= 505 Simplificando- 


262 CALCULO DE VALORES APROXIMADOS DE л “Tomando 
r= 1, calculemos los perímetros de los hexágonos regulares inscrito y 
circunscrito. 


INSCRITO: rz1,h-—r MSAN 
k= 2. P =6xX1=6. 


2r 
CIRCUNSCRITOS. = Ор 


LARA 8 . 93 
м E- = 141547 
VIE v3 3 

P' = 6 Lg = 6 xX 1.1547 = 0.9282 
Valores aproximados de ос: 


P 6. , , P5908 
45:08 LAT RS 


Duplicando el número de lados de dichos polígonos, obtendríamos para 
el dodecágono: 


Fórmula: Ll, = М1 —rN/&r— 12 
ly — Vh x B—1VEX TF T= Vo уйт 
=. VFS VEZ TBI 4012679 


= 0.5176. 


Le 


= 3.4641 


из = 12 X 0.5176 = 6.2116. 
Análogamente para el circunscrito, tendríamos: 
P = 12 X Lys = 19 х 0.5358 = 6.4307. 


198 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
Valores aproximados de л: 
чн т... оын y m= —39153. 


d 2 


Continuando este proceso podríamos formar el siguiente cuadro: 


Uu POLIGONO INSCRITO POLIGONO: CIRCUNSCRITO 


L P + А Р £ 

6 1 6 3 11547 |.69082. | 3464 
12 | 05176 | 62116 | 31058 | 0.5358 | 64307 |, 32153 
24 | 02010,| 62652 | 31326 | 02033 |. 63193 | 3.1596 


48 041308 6.2787, 3.1393 0.1310 6.2921 3.1460 
96 0.0654 6.2820 3.1410 0.0654 6.9854 3.1427 
192 0.0327 6.2829 31414 0.0327 6.2837 31418 
384 0.0163 6.2831 3.1415 0.0163 6.2833 3.1416 
768 0.0081 6.2831 3.1415 0.0081 6.2832. 3.1416 


Las razones Р. y E tienden al valor de л. 

Comparando las tres primeras y tomando las cifras comunes, tenemos 
el valor x = 3. 

Comparando las tres siguientes tenemos л = 3.1. 

Comparando las razones correspondientes a los polígonos de 96 lados, 
obtenemos л = 3.14. 

Continuando este proceso, podemos obtener el valor de z con la aproxi- 
mación que se desee, Este método se conoce con el nombre de “método de 
los perímetros”. 

Como puede observarse, el método es muy laborioso. 


263 METODO GRAFICO PARA RECTIFICAR — APROXIMADA- 
MENTE UNA CIRCUNFERENCIA. Rectificar una circunferencia es ob- 
tener un segmento rectilíneo cuya longitud sea igual a la de la curva. 


1) Tracemos un diámetro AB (Fig 221). 

2) Por A, tracemos la tangente. 

3) Sobre dicha tangente y à partir de А tomemos tres diámetros. Se 
obtiene el punto E. 
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4) Tracemos / ВОЕ — 30°. 
5) Bajemos FD 1 OB. 


Fig 221 


6) Unamos D con E. DE es la solución del problema. 


264 JUSTIFICACION DE LA CONSTRUCCION ANTERIOR, 


En el AAED: 
(DEEA) HAD)? 
Pero: AD=A0+0D 


Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


DE MEDH: (40 + 0D)" 
Pero: EA=3d=6r 

“A0=r 

рагі 


(1) 
(2) 


(3) 
(4 
(5 
(6) 


Teorema de Pitágoras. 
Suma de segmentos. 


Construcción; 

Construcción. 

Apotema de un, hexágono 
inscrito з Z DOF = 30°. 


Sustituyendo (4), (5) y (6), en (3), tenemos: 


(DE)— (6r) + 2 
= 36 rn B4 2T 
= (3641) V+ + 


= p (3641 +1.73 + 0.75) 


= r° (39.48) 
= 3948: 


Sacando z: en factor común; 
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.. DE=vV30487% 
= V39.48 - r 
= 6.28 r 
=2 X 314X r=2ar, 


EJERCICIOS 


(1) Los lados de dos poligonos están en la relación 2:7. ¿Se puede 
afirmar que son semejantes? ;Por qué? 
В: No Falta la igualdad de los ángulos 


(2) Dos eptágonos son equiángulos. ¿Se puede afirmar que son se- 
mejantes? ;Por qué? R: No Falta la proporcionalidad de los lados. 
(3) Dos rectángulos son semejantes. Los anchos respectivos son 16 

y 24 metros y el primero tiene 30 m de largo. ¿Cuál es el largo del segundo? 
В: 45m 


(4) Los lados de dos decágonos regulares miden 3 y 5 m. Hallar las 
razones de: а) sus lados; b) sus perímetros; c) sus radios; 4) sus diá- 
metros; е) sus apotemas. R: Des ыйа дйн. сета 

Poo PESAR ge Ой 

(5) En una circunferencia de 10 m de diámetro, el lado del polígono 
regular de 48 lados, inscrito en la misma, mide 1.3 m. Calcular el lado 
de otro polígono regular del mismo mümero de lados, inscrito en una circun- 
ferencia de 12.5 m de radio. R: 3 25m 


(6) El perímetro de un polígono regular de 96 lados mide 312 m 
y, su radio 10 m. Calcular el radio de otro polígono regular del mismo número 


de lados, si uno de estos lados mide 4.5 m. R: 1382 m. 
(7) Hallar la longitud de una circunferencia cuyo radio mide 9 cm. 

R: 5654cm 

(8) Hallar la longitud de una circunferencia cuyo diámetro mide 15 cm. 

R: 47 12cm 

(9) Hallar el radio de uma circunferencia cuya longitud es 628 cm. 

R: 1m 

(10) Hallar el diámetro de una circunferencia cuya longitud es 424 m. 

R: 13496 m 


(11) Hallar el radio de una circunferencia cuya longitud es igual a la 
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suma de las longitudes de dos circunferencias cuyos radios miden 6 m y 12 m. 


R: 18 m. 

(12) Hallar la longitud de una circunferencia circunscrita a un triángulo 
equilátero de 36 m de perímetro. R: 8y3x m. 
(13) Hallar la longitud de una circunferencia inscrita en un cuadrado 

de 20 cm de lado. Ri: 69.8 cm. 
(14) Hallar la longitud de una circunferencia circunscrita a un cuadrado 

de 20 cm de lado. R: 20/27 cm. 
(15) Hallar la longitud de un arco cuya amplitud es de 30°, que perte- 
nece a una circunferencia de 10 cm de diámetro. R.: g^ em. 


(16) ¿Cuál es la amplitud del arco cuya longitud es 5.23 cm si pertenece 
a una circunferencia de 20 cm de radio? R: 159, 


(17) Calcular el radio de un arco cuya amplitud es de 209, si su 
longitud es de 2.79 cm. A. 8 em. 


(18) Hallar la longitud de un arco de 3° 20" que pertenece a uma cir- 
cunferencia de 10 m de radio. В; 0.58 m. 


(19) Hallar la longitud de un arco de 5° 2'8” que pertenece а una 
circunferencia de 2 m de radio. R.: 175 cm. 


(20) Hallar el perímetro del segmento circular limitado por el lado 
del triángulo equilátero inscrito en una circunferencia de 4 cm de radio. 
В: 15,3 em. 


(21) Hallar el perímetro del segmento circular limitado por el lado del 
cuadrado inscrito en una circunferencia de 3 cm de radio. R.: 894 cm. 


(22) Hallar el perímetro del segmento circular limitado por el lado 
del hexágono regular inscrito en una circunferencia de 5 cm de radio. 
R.: 10.93 cm. 


(23) La longitud de un arco que pertenece a una circunferencia de 4 m de 
radio, es igual a la longitud de un arco que pertenece a una circunfe- 
rencia de 10 m de radio. Si el primer arco es de 36°, ¿cuántos grados tiene 
el segundo arco? Ro 14° 30”, 


(24) El arco ОВС se ha trazado haciendo centro en A. El arco OCD 
se ha trazado haciendo centro en B. 


Si АВ — 5 cm, calcular la longitud de la curva BCD. R: 15s cm. 
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A 


c 
Ефес, 24 Ejer,:25 
(25) Si el radio de la circunferencia O es r, ¿cuál es el perímetro de 
la “lúnula” ABCD? Bp 2 LXX 


цал 


Ar 


= cristales cúbicos de galena. 2 — Rombo-dode- 
caedro en un cristal de Шина 3 = Escalenoedro 


en un cristal de calcita. 'dodecaedro 
en un cristal de pirita. 5 = El romboedro combina- 
do con un prisma trigonal en cristales de cuarzo, 


eas 


La superficie se refiere a la forma. Hay superficies 
NUES cuadradas, circulares, etc. 


Es la medida de una superficie. El área se refiere al sarmaño 


Para efectuar la medida 


de una superficie se toma como unidad un cuadrado que tenga por lado 


la unidad de longitud. 


En la práctica el cálculo del área de una figura se efectúa indirec- 
tamente, es decir, midiendo la longitud de algunos de los elementos de la 
figura y realizando ciertas operaciones con dichas medidas. 


203 
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268. SUMA Y DIFERENCIA DE AREAS, El área de una figura que 
sea suma de otras dos es igual a la suma de las áreas de estas otras. 


Ejemplo. El área, A, del trapecio 
ABCD (Fig, 222) que es suma de los 
triángulos AABC y AACD es igual 
а la suma de las áreas A, y Ах de los 
dos triángulos. Es decir: 

A=A1+ Az. 
Análogamente, si una figura es igual 
a la diferencia de otras dos, su área es 
igual a la diferencia de las áreas de 
estas otras. 


Ejemplo. En la figura anterior: 
Fig. 222 A= A— A. 

269. FIGURAS EQUIVALENTES. Son las que son iguales o pueden 
obtenerse como suma o diferencia de figuras iguales. Todas las figuras equi- 
valentes tienen igual área. Recíprocamente, si dos figuras tienen igual área 
se dice que son equivalentes. 


A B A 
Figs. 223-1 y 223.2 
Ejemplo, Sea A, el área de la superficie ABCD. 


Sea A» el área de la superficie A'B'C'D'. 
Si А, = A», las dos figuras son equivalentes. 


270, CARACTERES DE LA EQUIVALENCIA DE FIGURAS. La 
equivalencia de figuras goza de los tres caracteres generales de las 
igualdades. 


u 
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1) Carácter idéntico: А es equivalente агА. 
8) Carácter recíproco: Si A, es equivalente a As, entonces Az es equi- 
valente a Ay. 


D 
3) Carácter transitivo: Si A, es equivalente a A y A es equivalente 
a А» entonces A, es equivalente a A». 


271. TEOREMA 69. AREA DEL RECTÁNGULO. “Si dos rectángulos 
tienen igual base e igual altura, son iguales”, 


A BA B 
Figs. 244 y 224-2 
mióresis: ABCD y A'B'C'D' (Fig. 224), son rectángulos. 
АВ = AF bases; | AD- AD alturas. 
TESIS: ABCD = A'B'C'D'. 
DEMOSTRACIÓN: 


Llevemos el rectángulo A'B'C'D' sobre 
el rectángulo ABCD, de manera tal que 
AFF coincida con su igual АВ, coinci- 


diendo A” con A y B' con B. Postulado del movimiento, 

AD seguirá la dirección de AD. Por. ser. ¿A= 4.4! 5909. por. hir 
pótesis, 

D' coincidirá con D. A'D = AD рог hipótesis; 


ТУС” seguirá la dirección de DC y P'O 
seguirá la dirección de BC. Por los puntos B y D solamente pue- 
de pasar una perpendicular a los 
lados AB y AD, respectivamente, 
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Por tanto: С” coincidirá con C. Dos: rectas solamente 56: Сог!ап en 
un punto, 
2. ABCD = A'E'C'D' Porque superpuestos coinciden. 


272. TEOREMA 70. “Si dos rectángulos. tienen iguales las bases, sus Áreas 
son proporcionales a las alturas”. 
mivóresis; ABCD y A'B'C'D' (Fig. 225) son rectángulos de áreas A у 
A'; bases АВ=АВ y alturas AD y A'D' 


А АР 
TESIS; — ==. 
А’. АЧУ. 


7 


DEMOSTRACIÓN: 

Supongamos que los seg- 
mentos AD y ЯТУ admi- 
ten una unidad común de 
medida “u” (consideran- 
do solamente el caso con- 
mensurable). Supongamos 
que esta unidad está con- 
tenida m veces en AD y 
n veces en A'D. Enton- 


c 


ces tendremos: 
AD=mu (1) 
B AD =пи (2) 
. AD 
Figs, 22544 y 225-2 ve == (8) 


Por los puntos de división tracemos paralelas en ambos rectángulos 
a AB y АР. 


Los rectángulos ABCD y A'B'C'D' quedarán divididos en m y n rectán- 
gulos iguales respectivamente. Sea r el área de estos rectángulos. Tendremos: 


A=mr. (4) y A'-—nr (5) 


UE E 
«as spese (6) 


Comparando (3) y (4), tenemos: 
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273. TEOREMA 71. "Si dos rectángulos tienen las alturas iguales, sus 
áreas son proporcionales a las bases". 
La demostración es análoga a la anterior. 


274. TEOREMA 72. "Las áreas de dos rectángulos son proporcionales 
а los productos de sus bases por sus alturas". ` 


D e 


A B 
Figs 226-1, 226-2 y 226-3 
muróresis: ABCD y A'B'C'D' (Vig. 226), son rectángulos de áreas 
Ау A» y bases AB=b y AF =U y AD=h y AD =W 
A bh 
AEN 
Construcción auxiliar. Construyamos el rectángulo A"B"C"D" de ma- 
nera que A7B"=AB=b y AD" = АТУ =}. Llamamos А a su área. 
DEMOSTRACIÓN , 
Comparando ABCD у A"B"C"D": 
A А 


— = (1) Por tener bases iguales por 
AUN construcción 


TESIS: 


Comparando A'B'C'D' y A"B"C"D": 
A ыг (2) Por teneralturas iguales por 
2 b construcción 
Dividiendo ordenadamente (1) y (2), tenemos: 


Ai 
A 
А» 
A 


ao 
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AA bh 

AA 
ida dM 
"ab Mg ТҮ? 


275. TEOREMA 73. 


“El área de un rectángulo es igual al producto de 
su base por su altura”. 


HIPÓTESIS; Sea A el área del rectángulo ABCD (Fig. 227) de base b 


y altura А. 
ТЕ; A=bh. 
D c 
p' c 
h h'l 
A b B A B' 


Figs, 227-1 y 227.2 


Construcción auxiliar. Construyamos el cuadrado A'B'C'D' cuyo lado 
mide la unidad de longitud; es decir b' = А! = 1. Este cuadrado será la uni- 
dad de área, es decir A, = 1. 


D с DEMOSTRACIÓN ; 
A bh 
A FF 0) 


(porque las áreas de dos rectángulos 

son` proporcionales a los productos. de 
1 las bases por las alturas), 

Pew A,=1; =P FA. 

(por construcción) , 


Sustituyendo estos valores en (1): 
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276 COROLARIO. “El área del cuadrado es igual al cuadrado del lado”. 
miróresis ABCD es un cuadrado (Fig. 228) de lado 1. 


TESIS: 


DEMOSTRACIÓN: 
Aa 
AH 


А = В. 


(1) Рог ser el cuadrado un rectángulo, 


277. TEOREMA 74 AREA DEN. PARALELOGRAMO “Fl área de un para- 


lelogramo es igual al pro- 
ducto de su base por su 


altura". 


HIPÓTESIS; 
ABCD (Fig. 229) és un 
paralelogramo; 
AB = DC = b= base; 
DE = h= altura. 


tesis: A = b h. 
Construcción auxiliar: 


pes 
Prolonguemos AB y trace- — 
mos las perpendiculares C 


A В. F 
Fig 229 


y DE. Se formarán los triángulos rectángulos 


AAED, АВЕС y el cuadrilátero EFCD, 


DEMOSTRACIÓN: 
Hago Aut و‎ (1) Por suma y resta de áreas, 
En DEFC: 
DE||CF Por ser ambas perpendiculares а AB, 
DEFC es un rectángulo Por definición; 
Pero: EF=DC=b 
y DE=h 
A, = bh (2) Area del rectángulo. 
En AAED y ABFC: 
LE=4F=1R Por construcción; 
DA = CÈ Lados opuestos de un paralelogramo; 


DE = CF 


Paralelas entre paralelas; 
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AAED — ABFC Por; tener. iguales la. hipotenusa y 

un cateto 
Давр = Апке (3) Las figuras iguales son equivalentes 
Asco = b h + Apre — Ange 


A=b:h 


278. TEOREMA 75. Anra ber TRIANGULO. “El área de un triángulo 
es igual a la mitad del producto de su base por su altura”, 
HIPÓTESIS: 
ç F E AABC (Fig. 230) es un 
* triángulo de base AB = b 
y altura CD — h. 
b: h 


л: А= TQ 


Construcción auxiliar. 
Por el vértice C, tracemos 
una paralela a AB y por 
el vértice B, tracemos una 
paralela a AC. Sea E el punto en que se cortan dichas paralelas. Se forma 
el cuadrilátero ABEC y el AECB. Tracemos la altura BF del AECB. 


/ 
А р B 


Fig 230 


DEMOSTRACIÓN: 
А авс = Алввс — Arca (y Diferencia de áreas; 
ABEC es un paralelogramo CE | AB.y BE || AC por cons- 
trucción; 
y Na Por hipótesis; 
CD—h 
Aano =b" h (2) 
Además: 
En los triángulos AECB y AABC: 
BC = BC Lado comün; 
AC Eb | Lados opuestos de л. paralelogramo; 
AB = ЕС ! 
2. AECB = ДАВС Por tener 108 tres lados iguales; 


Aren = Алис (3) Figuras iguales tienen áreas iguales; 
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Sustituyendo (2) у (3), en (1): 
Aane = b h — Asno 


Aane + Ааве = b h "Trasponiendog 
QAme= b: h Sumando; 
Aine = 28 Despejando; 
b : “Үй” 5 
А = Llamando А êl Area del A ABC, 


279: COLORARIO 1. “Las áreas de dos triángulos son proporcionales a 
los productos de las bases por las alturas". 


с 


Figs 231-1 y 231.2 


miróresis: ABC y A'B'C' (Fig. 231) son dos triángulos de bases b y b 
y alturas Лу й. 

_ bh 

bw 


TESIS: 


DEMOSTRACIÓN. Las áreas de los triángulos ДАВС y ДАВС” son: 


3 (1) Am (2) 


280. COROLARIO 2. "Las áreas de dos triángulos cuyas. bases son 
iguales, son proporcionales a sus alturas y si las alturas son iguales, son pro- 
porcionales a las bases" 
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a) Si b=b', de la igualdad: 


x = yr ler. corolario; 
mE др. А ега 

KFF Simplificando. 
b) Si h— №; de la igualdad: 

A _ bh : 

182 =p ler. corolario; 
wie ТОН шин 

=P Simplificando, 


281. OOROLARIO 3. "Si dos triángulos tienen igual base e igual altura 
son equivalentes”. 


De la igualdad: 
ES = = ler. corolario; 
si b=b' y h= М, resulta 
Ld Sirhplificando; 
Az 
Аз = Аз Trasponiendo. 


989. TEOREMA 76. “Si dos triángulos tienen un ángulo igual, sus áreas 
son proporcionales a los productos de los lados que forman dicho ángulo”. 


Figs. 232-1 y 232-2 
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mirórests: En los triángulos ABC y A'B 


(Fig. 232) se verifica 


que ZA= Z A'. 
ХӨ? Asc _ bc 
ss Aaa Pe 


Construcción auxiliar, Tracemos las alturas BD = h у PD’ =. Se 
forman los triángulos rectángulos AADB y AA'D'B'. 


DEMOSTRACIÓN: 
A bh 
Л E re Porque las áreas de dos triángulos son pro- 
piis porcionales a los productos de las bases por 
A B h las alturas; 
20—480 =. рр (1)  Descomponiendo la segunda razón. 
o ИСЕ 
En los ДАРВ y AA'D'B': 
ОРЕ Por construcción; 
y Zug Por hipótesis; 
ДАРВ ~ AAD'B' Por ser rectángulos y tener um ángulo agü- 
do igual; 
A... (8): Comparando 105 -catetos:d; y Ву dag 
е 1 
potenusas. 
Sustituyendo (2) en (1): 
Аде _b e 
Ano FE 
. Aaso Бс A 
ES a a Efectuando operaciones. 
c c 
A Bg 
A B 


Figs. 233-1 y 233.2 


GEOMETRIA (BALDOR) — 8. 
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283. TEOREMA 77. 


"Si dos triángulos son semejantes, sus áreas son 


proporcionales a los cuadrados de sus lados homólogos”. 


niróresis: Los triángulos ABC y A'B'C' son semejantes. (Fig. 238). 


TESIS: 


DEMOSTRACIÓN. 


(СА) 
(етту 


En los ДАВС y AA'B'C' se verifica: 


Asno TA: CB 


Apro СА СВ 


. Даво CA: СВ 


C AY i CA -CP 


Pero: CA _ CB 
(X CE 


Sustituyendo (2) en (1): 


Teorema anterior; 
(1)  Descomponiendo la segunda razón: 
(2) Ya que ДАВС ~ AA'B'C' por his 


pótesis. 


Efectuando operaciones. 


284 TEOREMA 78, AREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DE SUS 


dum СА ., СА 
Ape OA OE 
Z (CA) 
22772 Cil 7 Эм 
B 
c 
A b D 
Fig, 234 


tapos. FóRMULA DE He- 
RÓN. “El área de un 
triángulo en términos de sus 
lados a b y c, está 


4 dada por la fórmula: 


AV p(p—a) (p—5) (p—c), 
donde p es el semiperímetro 
del triángulo", 

[^ HIPÓTESIS: 
Sea el AABC (Fig. 234) 
de área A. 


TESIS: А = vp(p—a)(p— b)(p— c). 
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DEMOSTRACIÓN : 
A=5bh (1) Area de un triángulo, 
Pero: 


в-3) /р(р--а)(р--5)(р--0) р--а)(р--5)(р--с (8) Altura de un triángulo en fun- 


ción de.sus lados (Art. 160). 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
1 2 
A=3bx VPP (P= B)(P— e) 
Efectuando operaciones y sim- 


A= ра) р--5)(Рр--0) 
plificando, 


285. TEOREMA 79, AREA DE UN TRIÁNGULO EQUILÁTERO EN FUNCIÓN 
“El área A, de un triángulo equilátero de lado 1 está dada por 


DEL LADO. 
la fórmula: 
dud 
4 
DEMOSTRACIÓN : 
A= ура) 095) (0) (1) Fórmula de Herón , 
Pod patite (ру Semiperimetro ; 
y a=b=c=l (3) Por ser el triángulo 
equilátero, 
Sustituyendo (3) en (2), tenemos: 
Ii) 31 
ےم‎ = (4 
Sustituyendo (3) y (4) en (1), tenemos: 
3 
A= JN E =) (2-1) (7-4) 6) 
Pero: H ¡32M (6) Efectuando operaciones, 


Sustituyendo (6) en (5), tenemos: 
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Roe вуз Efectuando operaciones 
ху pir y simplificando. 


286. TEOREMA 80, AREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DE SUS LADOS 

Y DEL RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA INSCRITA. "El área de un triángulo es 
с igual al producto de su se- 

miperímetro por el radio 

de ı la circunferencia. ins- 


crita”, 


F С> E 
HIPÓTESIS: 
Sea el ДАВС (Fig. 235). 
r el radio de la circunfe- 
A D 


rencia inscrita el se- 
B УР 
miperímetro. 


Fig. 235 TESIS: Á=pr. 


Construcción auxiliar. Umamos el centro O de la circunferencia inscrita 
соп los vértices A, В у C. El AABC quedará descompuesto en AAOB, 
ABOC y ACOA. Tracemos las alturas OD, OE y OF de estos tres triángulos. 


DEMOSTRACIÓN 


Aase = Алов + Asoc + Acos (1) Suma de áreas; 
$4. ,0DzOE-—OF-r Por ser perpendiculares 
ue a los lados tangentes. 
Aos = АЕ OD — S AB: r 
А = BO - OE — БС. r (2) Por área del triángulo. 
1 rl 
Aco, = 3 CA: Fg Adr 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


Auc = EAB -r +E. "+{©4-› 
Л Aus p (AB+EC4TA)r (8) | Sácarida factor común. 


1 
Pero: 5 (АВ + EC + CA) =p (4) 
Sustituyendo (4) en (3), tenemos: A-—p:r. 
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287, TEOREMA 81. AREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DE SUS LADOS 
Y DEL RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA CIR- 
cunserrra. "El área de um triángulo 
es igual al producto de sus lados divi- 
didos por el cuádruplo del radio de la 
circunferencia circunscrita”. 

Hipótesis: Sea el AABC (figu- 
га 236), R el radio de la circunferencia 
circunscrita y A el área del triángulo. 


: = 
TESIS: A= am 


Construcción auxiliar. Tracemos 
la altura ^ =h y el diámetro BE, 
que pasa por B. Sea E el otro punto Fig. 236 
donde el diámetro corta a la circunferencia O. Unamos A con E. Se forman 
los triángulos ABAE y ABCD. 


DEMOSTRACIÓN: 
А= НТ (1) Arca del triángulo 
Pero: En los ABDC у ABAE: 
¿D= ¿A=1R Por construcción y por inscrito..en; una 
sergicircunferencia; 
y ¿G= ¿E Por abarcar el mismo arco AB; 
ABDC — ABAE Por rectángulos y tener um ángulo agu- 
do igual: 
A F Comparando dos. catetos homólogos y las 
€ hi 
ipotenusas. 
= (2)  Despejando A. 
Per: BE=2R (3) Por ser BE un-diámetro 
Sustituyendo (3) en (2): 
66 
ээн: 9 
Sustituyendo (4) en (1): 
ше Efectuando operaciones, 


А= к 
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288. TEOREMA 82. Arra ры. moMBO. “El área del rombo es 
igual a la mitad del producto de sus diagonales". 


шивбтемз: ABCD (Fig. 237) es un tombo; | (40-54 | diagonales. 
BD=d 
: —_—d À 
TESIS: A= Эр Š f 
DEMOSTRACIÓN: 
Arco Алас ٣ (1) Suma dé áreas. 
Pas iit Lac. 30 (2) “Area del triángulo; 
Aron = Sac. OD (3). Area del triángulo. 


Sustituyendo (2) y (3) en (1): 
Auron = AC - BO + A0- OD 


со Алоо = AC (BO--OD) (4) Sacando factor común. 


Y como: AC = 0 (5) Por hipótesis; 
y BO+0D=d (6) Suma de segmentos; 
Sustituyendo (5) y (6) en (4): 
Ашо = d dd — 2. 
B 
D © 
ANA ? 
D A B 


Fig. 237 Fig. 238 
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289. COROLARIO. “El área de un cuadrado es igual a la mitad del 
cuadrado de la diagonal". 


urpóresis: ABCD (figura 238) es un cuadrado de diagonal 


AC = BD d 
d 
TESIS: A= *' 
DEMOSTRACIÓN: 
A- ас BD (1) Area del rombo. 
Pero: AC=BD=d (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
ОЕ, LA ос Ё 
SS Efectuando operaciones. 


290. TEOREMA 83. AREA DET, TRAPECIO. “El área de un trapecio es 
igual a la semisuma de sus bases multiplicada por su altura”. 


HIPÓTESIS: 1 

ABCD (Vig. 239) es un D b С Е 
trapecio de base mayor 

| AB = b, base menor DC 
=} y altura DE = h. 


| h 
TESIS: 
(b+ bh 
4=— 
Construcción auxiliar. A b B 
Tracemos la diagonal BD. 
Se forma el AABD de Fig. 239 


base b y altura А y el ADBC de base b” y altura Л. 


DEMOSTRACIÓN: 


А вер = A ago F Авс (1) Suma de áreas. 
Pero: Aum db. h (2) 
1 Area del triángulo 


2212 (9) 
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Sustituyendo (2) y (3) en (1): 
zo 15, 
Asmo = g bh + gb’ h 


Aanep = h(b + b) Sacando factor común. 
h(b +b’ 
A= A 2 


291. TEOREMA 84. AREA DE UN POLÍGONO REGULAR. "El área de un 
polígono regular es igual al producto 
de su semiperimetro por su apotema". 

HiPÓTESIS: ABC (Fig. 240) es 
un polígono regular de n lados; 

N 1 — lado; a = apotema; 

P = semiperimetro. 

TESIS: Даво ``" = p: a. 

Construcción auxiliar. Tracemos 


la circunferencia circunscrita al polí- 


AH 2-8 gono y unamos el centro O con cada 
A ucc. cB 2s 
uno de los vértices. Se formarán n 


y triángulos de base / (lado) y altura 
Fig. 240 a (apotema). 
DEMOSTRAGIÓN : 
Aa PAE (1) Suma de áreas. 
Pesos А i ta (2) 
Asoo = E la (3) 


y así sucesivamente. 
Sustituyendo (2), (3), etc. en (1): 


Маф аф +++ (n veces)‏ = پو 


1 
Aane =gle n 
Aue 18 (4) 
n/ 
y cmo: =p (8) Рог definición, 
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Sustituyendo (5) еп (4), tenemos: 
a 


292, TEOREMA 85. “El área de 
un círculo es igual al producto de л por 
el cuadrado del radio”. 

HIPÓTESIS: gea (Fig. 241) la cir- 
cunferencia de centro O y radio r. 

ТЕМ8: / Амай 

Construcción “auxiliar. Inscriba- 
mos en la circunferencia O, de longi- 
tud C, un polígono regular ABC -:: 
Sea P — 2p su perímetro y a su 
hs : Fig. 241 

DEMOSTRACIÓN: 


Ano =ра= 2 (1) Area del polígono regular. 


Si duplicamos indefinidamente 
el número de lados del poli- 


gono, resulta: 
Wai Аш s co REP X ima (2) Porque la relación * (1) es cierta para 
E cualquier número de lados del polígono. 
Peu. moa (3) El límite de la sucesión de áreas de los 
polígonos es el área del círeulo; 
lm p= C (4) Porque el límite de la sucesión de pe- 


rimetros de los polígonos inscritos es la 
longitud de-la cirtunferencia. 
i-r (5) El límite de la sucesión de apotemas de 
los polígonos es el radio, 
Sustituyendo (3), (4) y (5) en (2): 


Er 
aA= (6) 
Pero: C= ier (7) Longitud de la circunferencia. 


Sustituyendo (7) en (6): 
_Qarr 
2 


A= 
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Ir 
Аш E 
A=ar Efectuando operaciones y simplificando 


293 COROLARIO . “Las áreas de dos círculos son proporcionales а los 
cuadrados de sus radios o a los cuadrados de sus diámetros” 


Figs 242-1 y 2422 


miróresis: O y O' (Fig. 242) son dos circunferencias de radios r y r’, 
diámetros d y d' y áreas A y A”. 


3 Я. rab 
TESIS: т=р=: 


DEMOSTRACIÓN: 


4, 

Yu 

че = > (3) Simplificando; 
y como: r= (4 

y =£ (5), 
sustituyendo (4) y (5), en (3): 
t 
A шүү Efectuando operaciones; 
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3 d 
FAL d (6)... Simplificando: 
Comparando (3) y (6), tenemos 
A = e c 
REA Carácter transitivo 


294. TEOREMA 86. “El área de una corona circular de radios R ут es 
igual al producto de z por la diferencia de los cuadrados de dichos radios". 


HıpûrEsıs: Sea la corona circular de la figura, 243» de radios r y R. 
Designamos рог Аз, A» y А las áreas de los círculos de 
radios R y r, y de la corona circular. 


"ee A=a (em. 
DEMOSTRACIÓN* 

A= А. — Аз (D Diferencia de áreas: 

Pero: А, = л А? (2) Area del círculos 
y A.=xm (3) 

Sustituyendo (2) y (3) en (1): 

A=aR—ar 

A=x(R'—r) Sacando. factor común: 


S> 


Fig" 243 Fig: 244 


905. TEOREMA 87. AREA DE UN SECTOR CIRCULAR. “El área de un 
sector circular es igual a la mitad del producto de la longitud de su arco 
por el radio”. 
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нїрбтЕзїз: Sea la circunferencia de radio r (Fig. 244) y АОВ un sector 
circular de n°. Designemos por | la longitud del ОАВ. 


lr 


TESIS: Аат = + 


DEMOSTRACIÓN: 
El área del círculo, limitada por la cir- 


cunferencia completa (360°), es igual 
anr 


Un sector cuya amplitud sea de 1°, 
tendrá un área de 25 


Por tanto, el área de un sector de ат- 
plitud n? será: 


ENS 
Алов = “5602 

tarn? 
Amir 9 
arn — (2) 


y como: gp = 


Sustituyendo (2) en (1), resulta: 


Алов= I Г 


А B 


M A 


Area del circulo; 


У 1 
Por sef dicho sector -ay del 


circulo; 


Por ser n veces mayor; 
Ley disociativa; 


Longitud de un arco de n?. 


Efectuando operaciones. 


o 


Ї B 


Figs. 245-1 y 245.2 
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296, .COROLARIO, “Fl área de um sector circular es tquivalente a la 


de un triángulo que: tenga рог base la longitud del arco que limita al sector y 
por altura el radio de la circunferencia”. 


En efecto: 
Area del sector de arco 1 y radio r (Fig. 245) ==. 


Area del triángulo de base I y altura r = 


dr 
Figs. 246-1 y Є 


297. SECTORES CIRCULARES SEMEJANTES. Son dos sectores tales 
como los AOB y A'O'B' (Fig. 246) de igual amplitud n? pero que pertenecen 
a círculos distintos (de radio гу y rs). 


298. TEOREMA 88. "Las áreas de dos sectores semejantes son pro- 
porcionales a los cuadrados dei sus radios". 


Figs, 247-1 y 247-2 


226 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


xuróress: Los sectores АОВ y A'O'B' (Vig. ?4/) son semejantes, siendo 
ri y Ta los radios y Аз , Az las áreas. 


: e эе 
TESIS: 1 al 
DEMOSTRACIÓN: 
arèn? 
M= 1 
'' 860 d ү del sector circular; 
aran 
A= e” (2) 
Dividiendo (1) entre (2): 
zr по 
EN 
Аз enin? 
А e 
» Xe Em. e: "3 
o шүр Simplificando- 


999. TEOREMA 89. AREA DE UN TRAPECIO CIRCULAR. “El área de un tra- 
pecio circular limitado por dos arcos de 
radios R y r, y por dos radios que forman 
un ángulo central de п°, está dada por 
la fórmula: 

zn? (Rt—r) 
360° q 


a mreóress: ABCD (Fig. 248) es 
un trapecio circular de radios R y r 
y amplitud n°. Designemos por: 
Ñ B A el área del trapecio; 
L la longitud del ОАВ y 


1 la longitud del OCD. 


L о 
л 
Fig 248 ias A= збу RM". 
DEMOSTRACIÓN: 
А = Алов — Acon (0) Diferencia de áreas. 

л R: n° 

Pero: Алов ggg” (2) 
nn? Area del sector circular; 

y Асор = 3605 (3) 


Sustituyendo (2) y (3), en (1): 
z Rin arn? 
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zRn?—mnrn? 


s nate ттн Efectuando operaciones; 
an” (R—r) 
=< 607 Sacando factor común 


300. COROLARIO, "El área de un trapecio circular es equivalente a la 
de un trapecio rectilíneo que tenga por bases los arcos rectificados que limitan 
al trapecio circular y por altura la diferencia de los radios”. 


—. 


y me ` 
SS y tae 
CFS A Ë B 
L 


Figs. 249-1 y 249.2 
Lj 
En efecto: En la figura 949 tenemos: 
(Area trapecio mn? 
lao а 


pes ы (R--r) (Е) Descomponiendo la di- 


ferencia de cuadrados; 


1 Ru? (rn? : 
3-4 523 + 1505 | (R—r) (1). Efectuando operaciones 


y descomponiendo. 


o 
Pere: rur (2) 
rnt Longitud de un arco; 
Y Ag! (3) 


Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: 


1 aif bett 4) 
A ¿EFD r) (25 Ya т) (4) 
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En la misma figura 249: 

Area trapecio rectilíneo =( =) (R—r) (5) 
Comparando (4) y (5), resulta: 

Area sector circular — Area trapecio rectilíneo. 


301. AREA DEL SEGMENTO CIRCULAR. “Para hallar el drea 
de un segmento circular (Fig. 250) se halla el área del sector circu- 
lar OACB y se le resta el área del triángulo АОВ”. 


umm ру, 


Fig. 250 Fig. 251 


Ejemplo. Hallar el área de un segmento circular ACB (Fig. 251) 
limitado por el lado del hexágono regular inscrito en una circunferencia 
de 8 m de radio. 


"АО --ОВ -- 8 т; AB=l=r=8m; 2 АОВ = n? = 60°. 
«arn? m8-60 64m 32 
Sector: 360° ЧО UR us 
вуз вуз буй 
Triángulo: A= Bt. жы ы DV 168. 
Segment: А229 —16/T= 3349 — 97.71 — 5.78 08. 
iain 3 


EJERCICIOS 


(1) Hallar el área de un rectángulo sabiendo que su base mide 15.38 m 
y su altura 3.5 m. R.: 53.83 m° 
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(2). Un rectángulo tiene 96 m? de área y 44 m de perímetro. Haller 


sus dimensiones. b = 16 m. 
= 6 m. 

(3) La base de un rectángulo es el "one de su altura y su área 

es 288 m*. Hallar sus dimensiones. b:=24% m. 
` -h= 12 m. 

(4) El área de un rectángulo es de 216 m? y su base es 6 metros mayor 

que su altura. Hallar sus dimensiones. Ь:= 18 m. 
ñ= 12 m. 

(5) La diagonal de un rectángulo mide 10 m y su altura 6 m. 
Hallar su área. В: А = 48 m?. 


(6) Hallar el área de un rectángulo cuya base y altura son respec- 
tivamente el lado y la apotema de un pentágono inscrito en una circunfe- 
rencia de radio r. 


Ro A0 + 9s: 


(7) Hallar el área de un cuadrado cuyo lado vale 8.62 cm. 


R: 7430 cor. 
(8) Hallar el lado de un cuadrado cuya área vale 28.09 mz. 
HR. 53m, 
(9) Hallar el área de un cuadrado cuya diagonal vale 4/2 m. 
R.: 16 m. 


(10) Sise aumentan 2 m al lado de un cuadrado, su área aumenta en 
36 m?. Hallar el lado. R: 8 m. 


(11) Hallar el área de un cua- 
drado cuyo lado es el lado del octágono 
regular inscrito en una circunferencia 
de radio r. R: P (G— V3. 

(12) Hallar el área de-un trián- 
gulo sabiendo que la base mide 6.8 m 
y la altura 9.3 m. R.: 31.62 m*. 


(13) Hallar el área de un trián- 
gulo cuya base y altura son respecti- 
vamente el lado del triángulo equilá- 
tero y el lado del cuadrado inscrito Ejer 17 
en una circunferencia cuyo radio vale VZ cm. R: V6 em? 
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(14). Hallar el área de un triángulo cuya base y altura son respec- 
tivamente el lado y la apotema del octágono regular inscrito en una circun- 
ferencia cuyo radio vale 4 m. R.: 4y2 m°. 

(15) Hallar el área de un paralelogramo cuya base mide 30 cm y 
su altura 20 cm. R.: 600 em, 

(16) En un rectángulo ABCD, la diagonal AC — 50 cm y la base 
AB — 40 cm. Hallar su área R. 1200 cm, 

(17) En la figura (Ejer. 17): AD = 50 cm; DC = 30cm y 
BD = 35 cm. Hallar el área del paralelogramo ABDE. R.: 660 em’, 


е Ején!/25 


281 
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€ 
P N 
A M B 
Ejer, 28. Ejer..29 
(18) Hallar el área de un triángulo cuyos lados miden 6, 8 y 12 cm. 
В: 21.33. ca. 
(19) Hallar el área de un triángulo equilátero de 8 cm de lado. 

R.: 16\/3 cm. 

(20) Los lados de un triángulo miden 6, 8 y 10 m. Hallar su área. 
R.: 24 m. 


(21) Los lados de un triángulo inscrito en una circunferencia de radio 
igual a 3.5 cm, valen 5, 6 y 7 cm. Hallar su área. R. 15 cm? 
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En cada uno de los ejercicios siguientes calcular el área de la parte rayada: 
(22) El ABCD es un cuadrado. OA —4 m. R.: 1826 ш. 


(23) El ABCD es un cuadrado. 
AB=10 cm. R.: 2146 сше. 
(24) El ABCD es un cuadrado. 
AB=12 cm. R.: 30.90 ст. 
(25) El ABCD es un cuadrado. 
ОА —5 cm. R.: 24 cm?. 
(26) El ABCD es un cuadrado. 
ЯВ--8 m. R.: 87:47 me. 
(27) El ABCD es un cuadrado. 
AB=6 cm. В: 7.72 cmt. 
(28) El ABC es un equilátero. 
AB = BC = СА — 10 cm. PMyN 
son los puntos medios de los lados. 
| R.: 403 cm: 
(29) El ABC es un 
equilátero. ОА = 12 cm. 
R.: 265.32 cm?. 
(30) ABCDEF es un 
hexágono regular. 
ОВ=9т. R.: 218m’. 
(31) O y O' son dos 
circunferencias iguales. 
ОО” — 90 cm. 
Rei 491.34 cm. 


Semejonzus geométricas en algunos seres vivien- е parecen dibujadas por Riemann y Lobutschewski 
i i nt 


tes. En los seres vivientes, de modo especial mi-  respectivame: 


se acoplan perfectamente 


croscópicos, se encuentran bellísimas formas geo: a sus conc geométricos. La g, h, i son pro- 


métricas. Las letras a, b, c, d, e y f corresponden 3 
a 6 diatomeas (algas microscópicas). La be y la tado en los equino: 


ооло estrellado está represen- 
rmos por la estrella de mar. 


Rectas y planos 


NACION DEL PLANO. Un plano viene determinado: 
i. Por dos rectas que se cortan. 

2. Por tres puntos no situados en línea recta. 

3. Por una recta y un punto exterior a ella. 

4 Por dos rectas paralelas. 


NOS Dos planos pueden ocupar las 
siguientes posiciones: 


1. Cortarse En este caso tienen una recta común апе se llama inter- 
sección de los dos planos. 
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+= 


2. Ser paralelos. Cuando no tienen ningún punto común. 
Según esto, si dos planos tienen un punto común tienen una recta común. 


304. POSICIONES DE UNA RECTA Y UN PLANO, Una recta y un 
plano pueden ocupar las siguientes posiciones: 


1. Estar la recta a en el plano 

2. Cortarse. En este caso tienen 
un punto А común. 

3. Ser paralelos: ^ Cuando mo tie- 
nen ningún punto común. 


305. POSICIONES DE DOS REC- 
TAS EN EL ESPACIO. , Dos rectas en 
el espacio pueden ocupar las siguientes 
posiciones: 

1. Cortarse. En este caso AB y 
BE tienen un punto común B. 

2. Ser paralelas. Cuando están 
en un mismo plano y no tienen ningún 
punto común. Ejemplo AB y CD. 
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3. Cruzarse. Si no están en un mismo plano. En este caso no 


tienen ningán punto co- 
mún ni son paralelas. Se 
dice que son alabeadas. 
Ejemplo: AD у BE. 


306.. TEOREMA. 90. 
Las intersecciones. а y b 
de dos planos paralelos a 
y Ê con un tercer plano y 
son rectas paralelas. 

En efecto, si las rec- 
tas a y b se cortaran, el 
punto de intersección per- 
tenecería a los planos a y 
В y en este caso no se- 


ES 


rían paralelos, contra la hipótesis. 


307. TEOREMA 91. Si des rectas a y b son paralelas, todo plano а que 


pase por una de ellas b es 
paralelo a la otra. 

En efecto, si la recta 
a cortara el plano a en el 
punto А, trazando por es- 
te punto una paralela c a 
la recta b tendríamos por 
A dos paralelas a una mis- 
ma recta, contrario al pos- 
tulado de Euclides. 


` 


308. COROLARIO. Si una recta AB es paralela a un plano a la interseccción 


MN dd plano & con otro 
cualquiera que pase por la 
recta es paralela а а recta. 


309. TEOREMA 92. 
Si dos recetas a y b que se 
cortan son paralelas a un 
plano a, el plano que ellas 
determinan es también pa- 
ralelo al plano. 


A B 
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En efecto, si el pla- 
no de las rectas a y b 
cortara al plano en la 
recta MN, las rectas a 
y Ё serían paralelas а MN 
y habría dos rectas pa- 
ralelas a una recta por 
un mismo punto P, cosa 
contraria al postulado de 
Euclides. 


310. TEOREMA 93. Si un plano a corta a una de dos rectas æ y b 
paralelas corta también à 
a b la otra. 

En efecto, el plano 
determinado por las dos 
rectas a y b corta al pla- 
no a en la recta MN. 
Si esta recta corta a b 
deberá cortar también a 
а y, por tanto, el plano а 
corta a la recta а. 


COROLARIOS: 1. Si una recta corta a uno de dos planos: paralelos, corta 
también al otro, 
2. Si un plano corta a uno de. dos 
planos paralelos corta también al otro. 
3. Si dos planos son paralelos a un 
a mismo plano son paralelos entre sí 


311. TEOREMA 94, Dos rectas 
b y с paralelas a una tercera а son para- 
lelas entre sí 

En efecto, tracemos el plano a deter- 
minado por b y un punto M de la recta 
c. Este plano debe contener a c, porque 
si la cortara debería cortar también a b 
y la contiene. Si contiene a c, las rectas 
c y b no pueden cortarse porque enton- 
ces por el punto de intersección habría 

dos paralelas a una misma recta a, contrario al postulado de Euclides. 
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312. TEOREMA 95. Si dos ángulos / ВАС y / ЕСН, no situados en un 
mismo plano, tienen sus lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido son iguales. 


Construcción auxiliar 
Se toman AB — FG y 
AC — GH, y se unen A 
con G; B соп F y C 
con H. 

Aplicando- los. teore- 
mas anteriores se demues- 
tra que los triángulos ABC 
y GFH son iguales y, por 
tanto, los ángulos A y G 
son también iguales. 


Análogamente se de- 
muestra que si los ángulos tienen los lados paralelos y dirigidos en. sentido 
contrario son también iguales y si tienen un par de lados dirigidos en un 
sentido y un par en sentido contrario son suplementarios. 


313. TEOREMA 96. Si se cortan dos rectas por un sistema de planos para- 
lelos, los segmentos correspondientes son proporcionales. 
Sean las rectas AB y 
CD cortadas por los pla- 
nos a, B, y. Vamos a de- 
AM MB 
mostrar que еМ = M` 


En efecto: en el plano 
ADC, por ser paralelas las 
rectas M'P y AC, se ve- 

CM' AP 


са руу“ pp + Y en 
el plano BAD se verifica: 
AP AM 
PD MB: 
De estas igualdades se deduce, por la propiedad transitiva, que: 
AM CM! . AM MB 
MB MD: U OW МО" 


como se quería demostrar. 
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CoroLario. Si dos planos paralelos se cortan por un haz de rectas concu- 
rrentes los segmentos correspondientes son proporcionales. 


314. RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO. Se dice que una 
recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a todas las rectas del 
plano que' pasan por la intersección. 

Al punto de intersección se le llama jj; de la perpendicular. 

Como es imposible comprobar que una recta sea perpendicular a todas 
las que pasan por su pie, se demuestra que si una recta es perpendicular a 
dos rectas de un plano que pasan por su pie es perpendicular a todas. 


De aquí que para construir un plano perpendicular a Una recta en 
uno de sus puntos es suficiente trazar dos rectas perpendiculares a la dada 
que pasen por el punto. 

Por un punto P pasa un plano perpendicular a una recta a y solamente 
uno. El punto puede estar en la recta o fuera de ella. 


Si tenemos dos pla- 
e nos paralelos, a y f y 
una recta а es perpen- 
dicular a uno de. ellos 
también es perpendicular 
al otro. 


Por un punto P de 
un plano pasa una recta 
perpendicular al plano у 
solamente una. 


Por un punto Р exte- 
rior a un plano « pasa 
una recta PM perpendicu- 
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lar al plano а y solamente una. 


L. e 


315. DISTANCIA DE UN PUNTO P A UN PLANO a. Es el seg- 
mento PM de perpendicular trazada del punto al plano. 

Se llama así por ser menor que cualquier otro segmento PN que une 
el punto con cualquier otro punto del plano, pues basta observar que el 


segmento oblicuo PN es hipotenusa de un triángulo rectángulo en el que 
la distancia PM es un cateto. 


Análogamente a lo visto en la Geometría plana. dos oblicuas que se 
apartan igualmente del pie de la perpendicular son iguales; y de dos oblicuas 
que se apartan desigualmente del pie de la perpendicular es mayor la que 
se aparta más. 


316. PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD. Si de. dos rectas 
paralelas a y b, una de ellas (a) es perpendicular a un plano,la otra (b) 
también es perpendicular al plano. 


En efecto: unamos a b 
M con N; por ser а per- 
pendicular al plano será 
perpendicular a MN; y 
como b es paralela a a 
también será perpendicu- 
lar a MN. Para demos- 
trar que es perpendicular 
al plano tendremos que 
demostrar que es perpen- 
dicular a otra recta del 
plano. Si trazamos por M. 
y N dos rectas c y d pa- 


ralelas tendremos que los 
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ángulos M y N son iguales por lados paralelos dirigidos en el mismo 
sentido y como el ángulo 
M es recto también lo 
será el N. 


Recíprocamente, dos 
rectas perpendiculares a 
un mismo plano son pa- 
ralelas. 

Dados dos planos pa- 
ralelos si una recta es 


perpendicular a uno de 


ellos también es perpendicular al otro. 


317. DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS « Y f PARALELOS. 


Es el segmento MN de perpendicular comprendido entre los dos planos. 
O también, es la distancia de un punto cualquiera M de uno de ellos al otro. 


318. POSTULADOS. 
1: Файд ur: plano existen puntos fuera de el: 
3. Un plano divide al espacio em dos: regiones llamadas semiespacios. 


319. ANGULO DIEDRO. Se Пата ángulo diedro, o simplemente diedro, 
a la porción de espacio comprendida entre dos semiplanos que tienen un borde 
comün, y están situados en planos distintos. 

Los semiplanos MAB y NAB (Fig. 252) que tienen el borde común AB, 
se llaman caras del diedro. 


e» 
La recta AB se llama wrista del diedro. 


El diedro se nombra colocando las letras de los extremos de la arista 
entre las letras que designan los semiplanos; así, el diedro de la figura 252, 
se designa MABN. 


320, ANGULO RECTILINEO CORRESPONDIENTE A UN DIEDRO. 
MEDIDA DE UN ANGULO DIEDRO. Es el ángulo formado por dos rectas, 


<> <=> € 
OP y OQ (Vig. 253) perpendiculares a la arista AJ. en un mismo punto O, 
de manera aue las rectas estén en caras distintas del diedro, 


Así, si O es un punto de la arista AB y PO 1 AB y QO 1 AB, estando 


PO en un semiplano y QO en el otro semiplano, decimos que el /POQ 
es un ángulo rectilineo correspondiente del diedro MABN. 
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Fig.:252 


Obsérvese que todos los ángu- 
los rectilineos correspondientes de un 
diedro son iguales, ya que son ángulos 
de lados paralelos y dirigidos en el 
mismo sentido. 

Май da un 27277772 
la medida de un ángulo rectilíneo co- 
rrespondiente. Si el ángulo rectilineo 
es agudo el diedro es agudo, si es recto 
el diedro es recto, etc. 


321. IGUALDAD Y DESIGUAL- 
DAD DE ANGULOS DIEDROS. Dos 
ángulos diedros son iguales, cuando lo 
son sus ángulos rectilineos correspon- 


Fig. 254 
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dientes. Dos ángulos diedros son desiguales cuando lo son sus ángulos 
rectilíneos correspondientes. 


322. ANGULOS DIEDROS CONSECUTIVOS. Son los ángulos die- 
dros como AMNB y BMNC (Fig. 254) que tienen la arista y una cara 
común que separa a las otras dos. 


323. PLANOS PERPENDICULARES. Son los que forman un ángulo 
diedro recto. 

Propiedades: 

1. Si una recta а es perpendicular a un plano а. cualquier plano ff 


que pase por la recta « 
es perpendicular al plano a. 


2, Si una recta es 
perpendicular a un plano. 
cualquier plano paralelo 
a la recta también es per- 
pendicular al plano. 


3. Si dos planos son 
perpendiculares, cualquier 
recta de uno de ellos, que 
sea perpendicular a la intersección de los dos planos. es perpendicular al otro. 

4. Si dos planos a y f son perpendiculares y desde un punto M de 

— 
uno de ellos trazamos una recta MN perpendicular al otro, esta recta está 
contenida en el plano a. 


RECTAS Y PLANOS 


243 


5 Si dos planos a y B que se cortan son perpendiculares a un tercero y, 


<— 


la recta de intersección MN también es perpendicular al plano y. 


6. Por una recta a oblicua a un plano a pasa un plano f per- 


pendicular a a y solamente uno. 


` 
` 
` 


324. PLANO BISECTOR DE UN ANGULO DIEDRO. AEs el plano que 


divide al diedro en dos diedros iguales. 


Los puntos del plano bisector equidistan de las caras del diedro. 


Los planos bisectores 
de dos diedros adyacentes 

395. PROYECCION 
DE UN PUNTO A 80- 
BRE UN PLANO a. Та 
proyección de un punto A 
sobre un plano es el pie A” 
de la perpendicular traza- 
da desde el punto al plano: 


IMP] 
» 
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Proyección de una 


A. linea AB sobre un plano 
ессе а es el conjunto A'B^ 
| в formado por las proyec- 
! ciones de todos los puntos 
de la línea. 

Para obtener la pro- 
yección de uma recta so- 
bre un plano se traza 
por la recta un plano 
perpendicular al plano dado. La intersección es la proyección. 


326. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN. Es 

el segmento de perpendicular común comprendido entre ambas rectas. 
Para trazar esta distancia sean e y b las dos rectas. Por un punto M 
de una de ellas (b) se 
a traza la recta c paralela 
a la otra (а) la cual de- 
termina con b el plano a. 
Se traza ahora el pla- 
no В perpendicular al а 
el cual corta a la recta а 

en el punto P. 
Trazando desde P la 
perpendicular PQ al pla- 
no a tenemos que РО es la distancia: buscada entre las rectas « у b. 
M 


327. ANGULO POLIEDRO CON- 
VEXO. Es la figura formada por tres 


о más semirrectas VA, VB, vc, 278 
(Fig. 255), del mismo origen, v tales 
que el plano determinado por cada dos 
consecutivas deja a las demás de un 
mismo lado (semiespacio) del plano. 
El origen V de las semirrectas se 


—» 
llama vértice y las semirrectas VA, 


—> — 
VB, VC, etc, se llaman aristas. Los 
planos (y también los ángulos AVB, 
BVC, CVD, DVE y EVA, son las caras 
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del ángulo poliedro: Un ángulo poliedro se nombra por el vértice, un 
guión y las letras de las aristas. Así, el de la figura 255 es el ángulo 
poliedro. V-ABCDE. 


328. SECCION PLANA DE UN ANGULO POLIEDRO. Es el poligono 
determinado por un plano que corta a todas las aristas del ángulo poliedro. 

Asi, el ángulo poliedro V-ABCDE (Fig 255) al ser cortado por el 
pleno Q, determina el polígono A'B'C'D'E', que es una sección plana 
de dicho ángulo poliedro. 


329. ANGULOS DIEDROS EN UN ANGULO POLIEDRO. Son los 
ángulos diedros formados por cada dos caras consecutivas. Se les nombra por 
su arista. Así (Fig. 255) diremos: diedro VA, diedro VB. etc. 

330. ANGULO  TRIEDRO. Es el ángulo poliedro formado рог 
tres semirrectas (figura 256). 


v 


Fig, 256 Fig. 237 _ 

331. CLASIFICACION DE. LOS TRIEDROS. Un ángulo triedro puede 
puede tener uno, dos o tres ángulos diedros rectos, en cuyos casos se llama: 
rectángulo, birreciángulo o trirrectángulo (Fig. 257) respectivamente. 

Se llaman triedros isósceles aquellos que tienen dos caras iguales. 

332. POLIEDRO CONVEXO. Es el cuerpo limitado por poligonos, 
llamados caras, de manera que el plano de cada cara deja a un mismo 
lado a la figura. 

333. POLIEDROS REGULARES. Un poliedro es regular si sus 
caras son polígonos regulares iguales y los ángulos poliedros tienen el 
mismo número de caras. 


GEOMETRIA (BALDOR) — 8. 


246 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO. 


Existen cinco poliedros regulares que reciben nombres de acuerdo con 
el nümero de caras. Son los siguientes: 


4 caras tetraedro (Fig. 258 
6 caras hexaedro (Fig. 259 
8 caras octaedro (Fig.-260) 
12 caras dodecaedro (Pigi 2613 
20 caras icosaedro (Fig. 262 


Tetraedro regular. 


Hexaedro regular o cubo. 
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Octaedro regular. 


Fin, 260 


Dodecaedro regular. 


Fig. 261 
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Icosaedro regular. 


Fig. 262 


Solamente hay cinco poliedros regulares convexos. La razón es la siguiente: 


La suma de las caras de un ángulo poliedro tiene que ser menor de 
360° (para comprobarlo basta tratar de construir uno cuyas caras sumen 
más de 4 ángulos rectos). 


Si tomamos como cara el triángulo equilátero podremos construir 
poliedros con: 
3 caras concurrentes en un vértice (3 x 60° = 180? < 360?) (tetraedro) 
^ caras concurrentes en un vértice (4 X 60° = 940? < 360°) (octaedro) 
5 caras concurrentes en un vértice (5 X 60° = 300° < 3609) (icosaedro) 
pero ya con 6 caras no será posible porque 6 X 60° — 360°. 

Si tomamos el cuadrado como cara podremos construir con: 
3 caras concurrentes en ип vértice (3X 909 = 270%) (hexaedro) 
y nada más porque 4 caras ya suman 4 X 90° = 360°. 

Con pentágonos regulares, cuyo ángulo mide 108% solo se podrá cons- 
truir uno con: 
3 caras concurrentes en un vértice (3 X 1089 = 3249) (dodecaedro) 

Con hexágonos regulares, cuyo ángulo mide 190? va mo se puede 
construir ninguno porque: 
3 caras concurrentes en un vértice (190 X 3 == 360°). 
Y lo mismo ocurre con poligonos regulares de más de seis lados. 
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EJERCICIOS 

(1) Hallar el área de una cara de un tetraedro regular cuya a arista 

vale 2 cm. R: V3 cmt, 
(2) Hallar el área de una cara de un octaedro regular cuya arista 

vale 4 cm. А: 4y3 спе. 
(3) Hallar el área de una cara de un icosaedro regular cuya arista 

vale 6 cm. R: 9,3 cm. 
(4) Hallar el área total de un tetraedro. regular cuya arista vale 2 cm. 

R.: 4V3 em: 

(5) Hallar el área total de un octaedro regular cuya arista vale 6 cm. 

R: 79/3 cm. 
(6) Hallar el área total de un icosaedro regular cuya arista vale 4 cm. 
R.: 8073 cm. 


(7) Sabiendo que el área total de un tetraedro regular es 16/3 cm: 
calcular la arista. R.: 4 cm. 


(8) Sabiendo que el área total de un octaedro regular es 18/3 ст? 
calcular la arista. R: 3 cm. 


(9) Sabiendo que el área total de un icosaedro regular es 20/3 cm: 
calcular la arista. R.: 2 cm. 


(10) Hallar el área total de un dodecaedro cuya arista vale 2 cm. 
R: Ат —Ó8.82, 


(11) Hallar el área total de un cubo cuya arista vale 7 cm. 
В: Ат = 294 cm. 


(12) Hallar la arista de un cubo sabiendo que su área total es 384 cm:. 
В: а=8 cm. 


334 PRISMA. DEFINICION Y ELEMENTOS. Se llama prisma a 
al poliedro limitado por varios paralelogramos y dos polígonos iguales cuyos 
planos son paralelos. 


Los poligonos iguales y paralelos ABC y DEF; y ABCDJ y EFGHI 
se llaman bases del prisma; las demás caras del prisma, que son 
paralelogramos, forman la superficie lateral del mismo. 


Aristas laterales. Son las que no pertenecen a las bases: AE, BF. CD; 


Prisma recto. Es aquel cuyas aristas laterales son perpendiculares a los 
planos de las bases. Los prismas de la son rectos. 
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E D 
y 
в 


Yig, 403 


F 
в 
А 
в c 


Altura de um prisma. Es la distancia entre los planos de sus bases. 


En el prisma recto, la altura es igual 
a las aristas laterales. 


Prisma oblicuo. Es aquel en que 
las aristas laterales no son perpen- 
diculares а los planos de las bases (I: 
gura 264) 

En el prisma oblicuo la altura se 
obtiene trazando desde un punto de 
una base la perpendicular DH (її 
ra 264) a la otra base. 


Segün el nümero de lados de los 
polígonos que forman las bases, los 
prismas se llaman: rriargulares. cuu- 
drangulares.'peritagonidés, etc 


335. PARALELEPIPEDO. Es el 
prisma cuyas bases son paralelogramos. 


Fig. 264 
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El prisma ABCDEFGH (Fig. 265) es un paralelepipedo. 


Fig. 265 
determinado por dos aristas opuestas: BCEH. 


Dos aristas son opues- 
tas cuando son paralelas 
y no pertenecen a la mis- 
ma cara, por ejemplo, AH 
y CF, AB y EF, etc. 

Los vértices по si- 
tuados en la misma cara, 
se llaman opuestos, por 
ejemplo, A y F, B y E. 

Diagonal de un pa- 
ralelepípedo es el segmen- 
to, como BE, que une dos 
vértices opuestos. 

Plano diagonal es el 


336. ORTOEDRO. Un paralelepípedo se llama recto si sus aristas late- 


rales son perpendiculares a las bases. 


Si las bases de un paralelepípedo recto son rectángulos, se llama 
paralelepípedo recto rectangular o también ortoedro. 
Las seis caras de un ortoedro son rectángulos. 


Fig. 266 


337. TEOREMA 97. 
“En todo ortoedro, el cua- 
drado de la diagonal es 
igual a la suma de los 
cuadrados de las tres aris- 
tas que concurren en un 


mismo vértice”, 
HIPÓTESIS: 


ABCDEFGH (Fig. 266) 
es un ortoedro; 


AB, BC y CF son aristas 
concurrentes en un vértice; 


AF es una diagonal. 
TFSIS: 


(AF) =(AB) C4 (CF). 
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DEMOSTRACIÓN: 
En el triángulo rectángulo ACF, tenemos: 
CAP) (ACO (СЕЎ (9 
En el ДАВС, también rectángulo: Teorema de Pitágoras. 
САСУ—САВ)+(СВСУ (3) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
(AF (AB) +(BO HCR)? Como queríamos demostrar. 
338. CUBO. Es el ortoedro que tiene iguales todas sus aristas (Fig. 267). 


Las seis caras del cubo son cuadrados. El cubo se llama también 
hexaedro regular. 


339. ROMBOEDRO. Es el paralelopipedo cuyas bases son rom- 
bos. El romboedro se llama recto cuando sus aristas laterales son per- 
pendiculares a las bases. 

F 


B 
Fig. 267 Fig. 268 


340. PIRAMIDE. Es el poliedro que tiene una cara llamada base, 
que es un polígono cualquiera y las otras, llamadas caras laterales, son trián- 
gulos que tienen un vértice común, llamado vértice o cúspide de la pirámide. 

La pirámide FABCDE (Fig. 268) tiene por base el polígono ABCDE 
y el vértice es F. Altura es la perpendicular ЁН trazada del vértice a la base. 

De acuerdo con la clase de polígono de la base, las pirámides se clasi- 
fican en: triangulares, hexagonales, etc. Las caras laterales de la pirámide 
son los AABF, ABCF, ACDF, ADEF, AEFA. 
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341. PIRAMIDE REGULAR. Es la pirámide que tiene por base un 
poligono regular y el pie de su altura coincide con el centro de este polígono. 
En la pirámide regular. las caras laterales son triángulos isósceles iguales. 
La altura de cada uno de estos triángulos se Пата = de la pirámide. 
Si una pirámide es cortada por un plano paralelo a su base, la 
sección es un polígono semejante a 

la base. 


349. TEOREMA 98. "La razón 
entre el área de la base de una pirámide 
y el área de una sección paralela a ésta, 
es igual a la razón entre los cuadrados 


de sus distancias al vi 5 

VABCD- (Fig. 269 
es una pirámide y A'B'C'D' es una 
sección paralela a la base, 

VO es la distancia del vértice a la base. 
VO' es la distancia del vértice a la 
sección paralela. 


HIPÓTESIS 


S — área ABCD. 
V = área A'B'C'D'. 
Бене 
Fig. 269 5 vo” 


Construcción auxiliar. Unamos O con A у O! con АГ, formándose 
AVOA ~ AVO'A por ser OA | OA’. 


DEMOSTRACIÓN 
En los AVOA ~ AVO'A”: 
YA. УО (Y TRI: homólogos de triitigulos semejantes 
YA VO 
Pero: AVAB ~ AVA'B' Por ser AF АВ 
Luego: 22-25 (20 lados homólogos de triangulos зерөүїех 
Comparando (1) y (2): 
Dd ларны s 
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Por otra parte: 
£= (4). la razón en las áreas de dos polígonos se. 


mejantes es igual а la razón entre los cua 
drados de sus lados homólogos. 
Comparando (3) y (4): 


S VO: 
s vo: 


343. AREAS DE LOS POLIEDROS. Area lateral de un prisma o pirá 
mide, Es la suma de las áreas de las caras laterales. 

Area total de un prisma o pirámide. Es la suma del área lateral más las 
áreas de las bases. 


344. PRISMA RECTO. Area lateral. Si suponemos las caras laterales 
colocadas en un plano. como indica la figura 270. resultará el rectángulo 
AA'J'I. que es la suma de todas las caras laterales o superficie lateral del 
prisma, La base AA” de este rectángulo. es el perímetro de la base del prisma 
y la altura del rectángulo 7А es la altura del prisma. Este rectángulo cons- 
tituye el desarrollo de la superficie lateral del prisma. Como el área de un 
rectángulo es igual al producto de su base por su altura, resulta que: (// 
гей latéral de un prisma recto es igual al producto del perímetro de хи base 
por la longitud dé la altra o arista lateral" 


Fig. 270 
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Llamando A, al área lateral, P al perímetro y A a la altura, tenemos: 


Arca total del prisma recto, 


Ак= РА. 


El área total se obtiene sumando al área 


lateral el doble del área de la base. Si llamamos B al área de la base, 
entonces tenemos: 


345. 


Ar=A4,+2B; 
Ar=P-h+2B. 


Fig. 271 


SECCION RECTA DE UN PRISMA. Se llama sección recta de 


un prisma cualquiera, al poligono de- 
terminado por un plano perpendicular 
a las aristas laterales. 

En la figura 271, si el plano 
MNPQ es perpendicular a las aristas 
DE, AF, etc., el poligono MNPQ es 
una sección recta del prisma oblicuo 
ABCDEFGH. 


346... AREA. LATERAL. DE. UN 
PRISMA CUALQUIERA. Сото la 
sección recta es perpendicular a las 
aristas laterales, éstas son perpendicu- 


lares a MN, NP, TQ y QM. Por tan- 
to, los paralelogramos ABGF. BGHC, 
CDEH y DAFE. tienen por alturas los 


segmentos. NP, PQ, QM y MN. respectivamente. 


Por tanto: 
А, = Area ABGF + Area BGHC + Area CDEH + Area DAFE (1) 


Pero: 


Area ABGF = NP - BG 
Area BGHC = PQ HC 


Area CDEH = ОМ. ED 
Area DAFE = ММ. AF 


Sustituyendo estos valores en (1), tenemos: 


A, = NP- BG + РО. HC + QM ED + MN - AF 
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y como BG = HC = ED — AF, resulta: 
A, = МР. BG + РО. BB + 0 


“BG + MN- BG 
Sacando factor común BG, tenemos: 
A, = BG (NP + PQ + QM + MN) 


donde BG representa la longitud de una arista lateral y el paréntesis, el регі- 
metro de la sección recta, resultando entonces: 

El área lateral de un. prisma oblicuo es igual al producto del. perímetro 
«le, la sección recta por la longitud de la arista lateral"; 


347. PIRAMIDE REGULAR, Area lateral. Las caras de una pirámide 
regular son triángulos isósceles iguales (Fig. 272) cuya altura es la apotema 
de la pirámide VH y cuyas bases son los lados AB, BC. etc., del polígono de 
la base de la pirámide. Obtendremos el área lateral. multiplicando el área 
de un triángulo por el número, n, de ellos (tantos como lados tenga el polí- 
gono de la base). 


Fig. 272 


A, = n por el área de un triángulo. 


Si llamamos / al lado de la base y а, a la apotema de la pirámide. 
el área de un triángulo es: 


1 
Эе 
y el área lateral: 1 
A, = n ul a, 
0 sea, nl 
A, = * в 
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y como n/ — perímetro P. resulta: 
Аг = ка а, 


Sia = (semiperímetro) le designamos por p. resulta, finalmente: 
Aj =p: ад: 


“El area lateral. de una, pirámide regular: es igual' alı producto del emi- 
perimetro de la base por la longitud»de, la. apotema;de: la: pirámide" 


Area total de una pirámide regular Para hallar el área total sumaremos 
el área de la base al área lateral. Como la base es un polígono regular. 
зе: Arc А, +В 


y como B = р a, (llamando a, а la apotema de la base): 


Ar = pay pa, 
y sacando factor comün: Ar cna 


348. TRONCO DE PIRAMIDE AREA LATERAL Y TOTAL. Se 
Пата tronco de pirámide a la porción ABCDEE'A'B'C'D' (Fig. 273) de pirá- 
mide comprendida entre la base y un plano paralelo a ella que corte a todas 
las aristas laterales. La pirámide V.A'B'C'D'E' se Пата pirámide deficiente. 

Si el tronco es de una pirámide regular las caras laterales son trapecios 
isósceles iguales. La altura de uno de los trapecios se llama apotema del 
tronco y se designa por a,: 


Ares lateral del troncó de pirámide regular. Sea L cada lado de la base 
mayor y | cada lado de la base menor (Fig. 273). La altura de los trapecios 
o apotema del tronco es a: 

1-1 


area de un trapecio — 


`a. 


Como el área lateral está formada por n trapecios. tendremos: 


L+! 
А„=п. 2 ^: 
n(L +1) nl + nl 
оа наа (gp mom nil 
Pero aL — P 0: perímetro de la base mayor. 
y wp perimetro de la base menor. 
Р+Р 
„= dr. 


2 
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Fig; 273-1 


Fu. 775-2 


EL rua! Jateradsde tn bronco de r pirdinides negular, «s igual a: (a semi- 


suma de lo 


metros de sus bases. par la: apotema del tronco. 


Arca total del tronco. El área total es igual al área lateral más las áreas 
de las dos bases. 
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EJERCICIOS 
(1) Las tres aristas que concurren en los vértices de un ortoedro 
miden 5. 6 y 4 cm. Hallar la diagonal. В: TT cm. 
(2) Hallar la diagonal de un cubo cuya arista mide 3 cm. 
R: 373 cm. 
(3) La diagonal de un cubo mide 2۷3 cm. Hallar la arista. 
R: 2 cm. 
(4) La diagonal de la cara de un cubo mide 8,/2 cm. Hallar la dia- 
gonal del cubo. R: 8V3 cm. 


(5) Dada una pirámide de base cuadrada de 8 cm de lado y 12 cm 
de altura, hallar la apotema de la base y la apotema de la pirámide. 
А: Apotema base— 4 cm. __ 
" Apotema pirámide = 4/10 cm. 
(6) Calcular la diagonal de un cubo en función de su arista /. 
R: d=1y3 
(7: Dada una pirámide hexagonal de 8 cm de lado y 14 cm de altura. 
calcular: 4) apotema de la base. b) arista. e) apotema de la pirámide. 
В: а) VT cm. 
b) 2465 cm. 
с) 2461 cm. 


(8) Dados dos hexágonos regulares, el área del menor vale 6y3 cm? y 
su lado 2 cm. Si el lado del mayor mide 4 cm. ¿cuál es el área del mayor? 


В: 24 /3 cm? 
(9) La razón entre las áreas de dos polígonos regulares es de 2:5. Si el 
lado del mayor vale 10 cm, hallar el lado del menor. В; 23/10 cm. 


(10) En una pirámide de base cuadrada, en la que el lado de la base 
mide 8 cm y la altura mide 20 cm, se traza una sección paralela a la base a 
14 cm de ésta. Hallar el área de dicha sección. R: A=5.76 cmt 


(11) Hallar el área lateral de un prisma recto pentagonal regular si el 
lado de la base mide 5 cm y la arista lateral 20 cm. R: A, = 500 cmt 


(12) Hallar el área lateral de un prisma recto octagonal regular cuyo lado 
de la base mide 6 cm y la arista lateral 15 cm. R: Ar = 720 cm 
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(13) Hallar el área total de un prisma recto triangular regular si el lado 
de la base mide 5 cm y la arista lateral 9 cm. R.; Ar = 156.62 стг. 


(14) Hallar el área lateral y total de un prisma recto cuyas bases son he- 


xágonos regulares de 6 cm de lado y 5.2 cm de apotema. si la altura mide 8 cm. 
Ro A, = 288 cm’. 
"Ат = 475.2 cm* 


(15) Hallar el área lateral de una pirámide de base cuadrada si el lado 
de la base mide 6 cm y la altura 4 cm. Rz A, = 60 ст? 


(16) Hallar el área total de una pirámide regular de base hexagonal sa- 


biendo que el lado de la base mide 5 cm y la apotema de la pirámide 4.4 cm. 
В. Ау = 1309 cm. 


(17) Hallar el área lateral y total de una pirámide regular de base 
triángular sabiendo que el lado de la base mide 6 cm y la altura de la 
pirámide mide 12 cm. „ A, =9V/147 emê 

* Ar = 9(/33- VF) en. 


(18) Hallar el área lateral y el área total de un tronco de pirámide 
cuadrada si los lados de las bases miden 8 y 20 cm respectivamente y la altura 
del tronco mide 8 cm. Я: 


(19) Hallar el área total de un tronco de pirámide regular triangular. si 
los lados de las bases miden 6 y 8 pulgadas y la altura 10 pulgadas. 
Rz; A, = 95 (8.48 + VF pulgadas cuadradas. 


(20) Hallar el área total de un tronco de pirámide cuadrada sabiendo que 
los lados de las bases miden 16 y 4 pulgadas y que la arista lateral mide 
10 pulgadas. В: A, = 592 pulgadas cuadradas 


saber qué era Geometría 


El hombre desde los albores de su inteligencia, sin correr del tiempo las formas se definen más, 
vasijas 


nen un barrunto de 
Piedra las toscas 


de lanzas y flechas nos — perfección. Aparecen 
таеп а la imaginación formas triangulares. Al paralelas y el circulo 


. En la Edad de пасе la cerámica y las formas 


- Se llama (9/umen 
de un poliedro a la medida del espacio limitado 
por el cuerpo. Para medir el volumen de un 
poliedro se toma como unidad un cubo de 
arista igual a la unidad de longitud. 


En el sistema métrico decimal la unidad 
es el metro cúbico (Fig. 274), También se 
usan como unidades los múltiplos y divisores 
del metro cúbico. 


Dos poliedros (Fig. 275) que tienen igual 
volumen se llaman equivalentes, 
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Fig. 275 


Dos prismas rectos de bases y alturas iguales. som iguales" Así, 
por ejemplo. los prismas rectos ABCDEFGH у A'B'C'D'E'F'GH' (Fig 276) 
que tienen iguales sus bases ABCD y A'B'C'D' y sus alturas AH y A'H' 
son iguales. 


E F 


p 


A B A 


Fig: 276 


350. TEOREMA 99 El volumen de un ordre producto de 
sus tres dimensiones. Supongamos un ortoedro cuyas dimensiones sean 4, 3 у 
2 cm respectivamente (Fig. 277) 


Trazando planos que pasen por los puntos de división. tal como se indica 
en la figura, se ve que el ortoedro contiene dos capas, cada una de las 
cuales contiene 4 X 3 = 12 cubos unidad (12 cm? en este caso). En total 
el ortoedro contendrá: 4 3 X 2 = 24cm? y este será el volumen del cuerpo. 


2.5cm 


4cm 0.5cm 
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Si las medidas de las dimensiones no fuesen números enteros el resultado 
sería el mismo. En efecto, imaginemos que las dimensiones del ortoedro son 
4. 2 y 2.5 cm respectivamente (1, 274). Podemos tomar como unidad de 
volumen un cubo de 0.5 cm de lado, En este caso el ortoedro estaría formado 
por 3 capas de 8 X 4— 32 cubos de lado 0.5 cm, es decir. que en total contendría: 

8 X 4 X 5 = 160 cubos unidad 


y éste sería el volumen en la unidad elegida. 
Si quisiéramos el volumen en centímetros cúbicos tendríamos que dividir 
160 entre el número de cubos unidad que contiene el centímetro cúbico (8 en 
este caso) y resulta: 
Volumen en cm? = 160 + 8 = 20 cm”. 
Si multiplicamos las tres dimensiones expresadas en centímetros tenemos: 
Volumen del ortoedro = 4 x 2 X 2.5 = 20 cm*. 


Si las dimensiones fuesen números irracionales entonces se van obteniendo 
nümeros racionales cada vez más aproximados y el volumen se va calculando 
con la aproximación que se desee. 

De una manera general, si las dimensiones del ortoedro son a, b y c 
el volumen V viene expresado por la fórmula: 

Visaxbxe 

Conoramo. 1, Ei volumen de un cubo es igual al cubo de la longitud de 
su arista (/). En efecto: el cubo es un ortoedro cuyas tres dimensiones 
son iguales. Luego: 

МКО x (xli 

Comoramr 2. El volumen de un ortoedro es igual al producto del área 
de la base por la altura, En efecto: el producto de dos de las dimensiones 
(largo por ancho) es precisamente el área de la base por ser ésta un rec- 
tángulo. luego: 

V — área de la base por la altura 
siendo la altura la tercera dimensión. 


351. TEOREMA 100. La razón de los volúmenes de dos orteedros es 
igual a la razón de los productos de sus tres dimensiones 
En efecto: Sean los ortoedros de dimensiones a, b. с y a’, b^, c respec- 
tivamente (Fiz. 2791. Sus volúmenes. según el teorema anterior. son: 
V—abc; Ved Er 


y dividiendo miembro a miembro: 
abe 
«a b c 


NE 
y= 
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Fig. 279 
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352. TEOREMA 101.. La razón de los volúmenes de dos ortoedros de 
igual base es igual a la razón de sus alturas. 

En efecto: si los dos ortoedros tienen igual base quiere decir que dos de 
sus dimensiones. el largo y el ancho, son iguales. Entonces las dimensiones de 
los ortoedros son a, b, с y 4, b, c (Fig. 280) 

Segün el teorema anterior tendremos: 


У cabe 

VW abe 
y simplificando: yon 

= 


сото se quería demostrar. 


353. TEOREMA 102: La razón de los volúmenes de dos ortoedros de 
igual altura es igual а la razón de las áreas de las bases. 

En efecto: Si los ortoedros tienen igual altura y distintas bases, sus dimen- 
siones son a, b. c y а,Ь, e (Fig. 281). Y las áreas de sus bases son be y be 
respectivamente. 
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y simplificando: » : 
Š Paisa V _ be _ área de la base 

V b'e — área de la base 
como se queria demostrar. 


Comoramros. Si tenemos en cuenta que la base está formada por dos 
cualesquiera de las dimensiones y que la altura es entonces la otra dimensión. 
los teoremas anteriores pueden enunciarse asi: 


1. Si dos ortoedros tienen respectivamente iguales dos dimensiones los volá- 
menes son entre sí como la razón de la otra dimensión. 


2. Si dos ortoedros tienen iguales una dimensión la razón de los volúmenes 
es igual a la razón del producto de las otras dos. 


354. PRISMAS IGUALES, Son los que tienen iguales sus caras. Te- 
niendo iguales sus caras tienen iguales sus aristas y sus ángulos diedros. 

Dos prismas rectos que tienen iguales sus bases-y-sus alturas. son iguales 
Pues en este caso las caras laterales son también iguales ya que son rec- 
tángulos de bases y alturas iguales (las bases son lados homólogos de poligono- 
iguales y las alturas son iguales por ser las alturas de los prismas). 


355. PRISMA TRUNCADO. Se llama prisma truncado o tronco de 
prisma a la porción de prisma com- 
prendida entre la base y un plano no 
paralelo a ella que corte a todas las 
aristas laterales (Fig. 282 


D 


Fig. 282 Fig. 283 
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356. PRISMAS EQUIVALENTES. Se llaman prismas equivalentes los 

que son suma o diferencia de poliedros iguales. Dos prismas equivalentes 

tienen el mismo volumen. La equivalencia de prismas tiene los caracteres 

idéntico, reciproco y transitivo y por esto se considera como una especie de 
igualdad (igualdad de volumen) 


357. TEOREMA 103. "Un prisma oblicuo es equivalente al prisma recto 
que tenga por base la sección recta del primero y por altura su arista lateral” 


miPóreus ABCD y A'B'C'D' (Fig. 283) es un prisma cualquiera 
y EFGH es una se cción recta del prisma. 


tesis:  ABCDA'B'C'D' es equivalente a un prisma recto de base 
EFGH y altura AA”. 


DEMOSTRACIÓN: 
Prolonguemos todas las aristas laterales y tomemos FE = АА". 


Tracemos por E’ un plano perpendicular a todas las aristas laterales que- 
dando así determinada la sección recta E'F'G'H' igual y paralela a EFGH. 


El vrisma  EFGHE'F'G'H' es recto por ser sus aristas laterales perpen- 
diculares a las bases. 

Los troncos de prismas ABCDEFGH y A'B'C'D'E'F'G'H' son iguales por 
ser iguales sus bases EFGH y E'F'G'H'. así como sus aristas laterales. ya que: 


EA = Ew GC = G€ 
ЕВ = FF HD = H'D” 


Por ser diferencias de segmentos iguales. 

De lo anterior resulta que los prismas ABCDA'B'C'D' y EFGHE'F'G'H' 
se componen de una parte común, EFGHA'B'C'D', y dos troncos iguales, Por 
tanto, ambos prismas son equivalentes ya que son suma de figuras iguales. 


358. TEOREMA 104. VOLUMEN: DE UN PARALELEPÍPEDO RECTO. “El 
volumen de un paralelepípedo recto es igual al producto del área de la base 
por la ida de la altura”. 


ABCDG es un paralelepipedo recto de altura AE y cuya base 
es el paralelogramo ABCD de área В (Fig, 284). 


TESIS: У = área ABCD x AE = B X h. 


270 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Fig. 294 


DEMOSTRACIÓN: 
Tracemos los planos BNLF y AMKE perpendiculares a la cara ABFE quedando 
determinado el ortoedro ABNMKEFL cuya base es el rectángulo ABNM y 
su altura la misma del paralelepípedo. o sea. АЁ. 


Entonces: 
Z1z279 Lados paralelos y del mismo sentido: 
además: 
AM — BN. 
Lados opuestos de un paralelógramo. 
AD = BC 
A AMD = ABNC Por tener iguales dos lados y el ángulo com- 


prendido 


Por tanto. los prismas triangulares AMDHKE y BNCGLF, son iguales 
(por tener las bases v las alturas iguales) 


De aqui se deduce que el prisma ABCDG y el ortoedro ABNML son equi- 
valentes. pues ambos se componen de una parte común. el prisma ABNDL. 
y de prismas triangulares iguales. 


Por tanto: Volumen de ABCDG = Volumen de ABNML 
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y como: Volumen ABMNL = área ABNM x AE. 
resulta: Volumen ABCDG = área ABNM x AE. 
Pero el rectángulo ABNM es equivalente al paralelogramo ABCD y. por lo tanto. 
V= ABCDX AE .. V=BxXh. 
359. TEOREMA 105.. VOLUMEN DE UN PARALELEPÍPEDO CUALQUIERA 


“El volumen de un paralelepípedo' cualquiera es igual al producto del área de 
la base por la longitud de la altura". 


Fig. 205 
DEMOSTRACIÓN: 


Si ABCDA'B'C'D” (Fig. (285) es un paralelepipedo cualquiera. EFGH su 
sección recta y HM = h. la altura de esta sección. que es la misma del 
paralelepípedo. resulta que: 


V — área sección EFGH x AB (1) 
ya que el paralelepipedo oblicuo equivale al paralelepipedo recto cuva base 
es la sección recta EFGH y su altura la arista АВ (teorema 103 


Como el área de la sección recta es: 
área sección EFGH = EF ` h (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
V=EF-AB-h. 
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Pero: EF‘ АВ = área del paralelogramo ABCD. 
Si llamamos B al área de la base ABCD, resulta: 
VB. 


360. TEOREMA 106. “Todo paralelepipedo puede descomponerse en dos 
G prismas triangulares equivalentes" 
miróresis: ABCDHGFE es un 
paralelepípedo (Fig. 286). 


tess: Los prismas triangulares 
ABCGEF y ACDHEG son equivalentes. 


Construcción auxiliar, 'Tracemos 
el plano diagonal ACGE, quedan- 
do el paralelepípedo descompuesto en 
los prismas triangulares ABCGEF y 
ACDHEG. 

DEMOSTRACIÓN. 


La sección recta KLMN. es un para- 
lelogramo que quedará descompuesto 


- por el plano diagonal en los AKLM 
A B y AKMN. Pero el prisma oblicuo 
Fig. 286 ABCGFE es equivalente al prisma 


recto que tenga por base el AKLM. su sección recta. y por altura su 
arista lateral AE. Así mismo. el prisma ACDHEG es equivalente al 
prisma recto que tenga por baseA KMN y por altura su arista AE. Y como 
AKLM — AKMN, resulta que los dos prismas triangulares en que ha 
quedado descompuesto el paralelepípedo ABCDEFGH, son equivalentes a 
prismas rectos iguales, por tanto ABCGEF y ACDHEG, son equivalentes. 


CoroLarto. "El volumen de un prisma triangular es-igual al producto 
del área de la base por la longitud de la altura”. 

En efecto, llamando V al volumen del prisma triangular ABCGEF 
(Fig. 286), h a su altura y В al área del ДАВС que es la base, resulta: 
V = volumen ABCDEFGH a) 

Vol. ABCDEFGH = área ABCD : h 


y como AABC = AACD por ser ABCD un paralelogramo, 
Vol. ABCDEFGH = 2 В · h (25 

1 
V=-:2B:h 

2 
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sustituyendo (2) en (1), y simplificando, tenemos: 
“5588: 
361, TEOREMA 107. “Si dos pirámides tienen la misma altura y bases 


equivalentes, las secciones paralelas a là bases, equidistantes de los vértices, 
son equivalentes". 


Fig. 287 x 
"протез: ABCD y EFGHKL (Vig. 287) son pirámides de igual altura H. 
y de bases equivalentes, colocadas sobre el mismo plano a. 
Los planos а y Ё son paralelos, h es la distancia de A y 
Е al plano f. 


TÉSIS área B'C'D' = área F'G'H'K'L'. 


DEMOSTRACION 
Si H es la altura de ambas pirámides y h la distancia de los vértices al plano, 


tenemos (teorema 98): 


área B'C'D' h? 


área BCD HF (0 
área F'G'HK'I/ h 
== (9) 


área FGHKL Н? 
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Comparando (1) y (2), tenemos: 
área B'C'D' área F'G'H'K'L" 


área BCD — ¿área FGHKL 
y como por hipótesis las bases son equivalentes (área BCD — área FGHKL). 
resulta: 
área B'C'D' = área F'G'H'K'L' . 


362. TEOREMA 108. "Dos tetraedros de igual altura y bases equivalentes, 
son equivalentes", Aunque este teorema se suele admitir actualmente como 
postulado. para evitar el llamado “paso al límite”, damos la demostración 
clásica del mismo. 


Fig. 288 


mueóvess. ABCD у A'B'C'D' (Fig 288) зов dos tetraedros de 
igual altura h y bases equivalentes, es decir, 
Area ABCD = Area AB'C'D' , 
TESIS Tetraedro ABCD es equivalente al tetraedro A'B'C'D' . 
DEMOSTRACIÓN 


Supongamos las bases de los dos tetraedros en el mismo plano a. 
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Dividamos la altura h, en un número cualquiera de partes iguales, por 
ejemplo, 4 y tracemos por los puntos de división planos paralelos al plano a. 
los cuales determinarán en ambos tetraedros secciones tales, que las que estén 
en un mismo plano serán equivalentes por equidistar de los vértices А y. 
Si por EF, GH. KL trazamos planos paralelos a AB y por EF, СҮН", KU 
planos paralelos a A'B' se formarán un nümero igual de prismas triangulares 
inscritos en cada tetraedro. 


Los prismas correspondientes son equivalentes por tener igual altura y 
bases equivalentes. 


Llamamos V;,V. y Va a los volúmenes de los prismas inscritos en el 
tetraedro ABCD у V^, У”. у V’, a los volúmenes de los prismás inscritos 
en el tetraedro АЛС". 

Entonces tenemos: 


V, = W, 
Уз = Уу 
Wa = Ул 
Sumando miembro a miembro: 
Vi + Vs + Va = V + V + Va (1) 


Si el múmero de partes en que se divide la altura, es muy grande, es 
decir, la altura de los estratos tiende a cero, la suma de los volúmenes de los 
prismas inscritos, tiene por límite el volumen del tetraedro. 


Con este paso al límite, tenemos: 
límite (V, + Уз + Vs + Vy + ` V (volumen del tetraedro ABCD). 
límite (У + V + V's + V^ 4- ---) == V! (volumen del tetraedro A'B/C/D' $- 
y como los límites son iguales, resulta: 
bae d 
es decir, que los tetraedros ABCD у A'B'C'D', son equivalentes. 


363. TEOREMA 109. “Todo tetraedro-es-la: tercera parte de un prisma 
triangular de la misma base e igual altura”. 


HIPÓTESIS: E-ABC (Fig. 280) es un tetraedro. 


TESIS: Ё-АВС es la tercera parte de un prisma triangular de base ABC 
y de altura igual a la del tetraedro. 


DEMOSTRACIÓN: 


Por A y C tracemos AD y CF iguales y paralelas a BE; unamos DyF 
con E y tracemos DF quedando así formado el prisma triangular ABCDEF. 
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Fig. 289 


Si unimos А con F, el prisma queda descompuesto en los tetraedros 
E-ABC = T,, A-DEF = T. y E-ACF = To, que en la figura aparecen separados. 

Los tetraedros T, y T; tienen por bases los triángulos AABC y ADEF 
que son iguales por ser las bases del prisma. 

Además sus alturas trazadas desde E y A a los planos de sus bases, también. 
son iguales por ser iguales a la altura del prisma. 

Por tanto, los tetraedros T. y T, son equivalentes por tener bases y 
alturas iguales. 

Considerando los tetraedros T, y T4, si tomamos E como vértice de 
ambos, sus bases son los triángulos ADAF y AFAC que son iguales por 
ser mitades del paralelogramo ACFD. 

Además, su altura común es la perpendicular desde E al plano ACFD. 
por tanto T, y T; son equivalentes. 

Como los tres tetraedros son equivalentes, É-ABC — Т, es la tercera 
parte del prisma triangular ABCDEF. 


364, TEOREMA 110. VOLUMEN DE LA PIRÁMIDE. ` “El volumen de una 
pirámide cualquicra es igual a un tercio del producto del área de la base por 
la medida de la altura”. 


miróresis: ABCDEF (Fig, 290) es una pirámide cualquiera. 
B es el área de la base: 
h es la altura y 
V es el volumen. 
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у 1 B-h 
TESIS; = Bok. 
i 3 
DEMOSTRACIÓN: 
Trazando por la arista AB los planos diagonales ABD у ABE, la pirámide 
queda descompuesta en tetraedros cuyas bases son los triángulos ABCD. 


Fig. 290 


ABED y ABFE, teniendo todos la misma altura h de la pirámide. 
Llamando b; b. y b, a las áreas de estos triángulos, tenemos: 


1 1 1 
== bih + — bah + — b; 
y 3m +з +3 gh 
мэ (n ыы) 0) 
Рего: bı + bs + bs = B (2) 


Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


у iyi 
zh 


Comoramo 1. Toda pirámide es la tercera parte de un prisma que tenga 
igual base € igual altura. 


Cororarto 2. La razón de los volúmenes de dos pirámides cualesquiera 
es igual a la de los productos de sus bases por sus alturas. 


Comoranro 3. Dos pirámides de igual altura y bases equivalentes, son 


equivalentes. 


GEOMETRIA (BALDOR) — 10. 
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365, TEOREMA 111. “Todo tronco de pirámide triangular de bases 
paralelas es equivalente a la suma de tres pirámides de la misma altura del tronco 
y cuyas bases son las dos del tronco y una media proporcional entre ambas”. 


Fig. 291 


Hipótesis:  ABCA'B'C' es un tronco de pirámide triangular de bases 
paralelas de áreas B y b. (Fig. 291) 


ws ABCA'B'C' es equivalente a la suma de tres pirámides de altura 

igual a la del tronco y cuyas bases sean B, b y YB-b. 

DEMOSTRACIÓN 

Uniendo B' con A y C y trazando A'C, el tronco queda descompuesto en 
fas pirámides B^ABC, C-A'B'C' y BtAA'C. 

La pirámide B^ABC tiene por base la base mayor ABC del tronco y por 
altura la misma de éste. 

La pirámide GA'B'C' tiene por base la base menor A'/B'C' del tronco 
y por altura la misma de éste. 

Respecto a la pirámide B5AA'C, vamos a demostrar que es equivalente 
a otra de igual altura que el tronco y cuya base es media proporcional entre 
las bases В y b del tronco. 

Si por B' trazamos B'D АА", unimos D con C y trazamos ОА’, resulta 
la pirámide D-4A'C equivalente a la BšAA' por tener la misma base 
AAA'C у la misma altura, la distancia de B’ y D, al plano ААС que resultan 
iguales ya que BD es paralela a dicho plano. 

Si en la pirámide D-AA'C se toma como vértice el punto А” y por base 
el AADC, su altura será igual a la del tronco. 


Vamos ahora a probar que el área del AADC es media proporcional 
entre B y b. 
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Comparando los triángulos AABC y AADC tenemos que la razón de sus 
áreas es la misma que la de sus bases AB y AD por tener la misma altura. 
área ДАВС _ AB 0 
área AADC AD 
Trazando DM || BC, en los triángulos AADC y AADM se tiene: 
área AADC AC 
área AADM АМ 
Pero: AADM = AA'B'C' por ser AD = A'B", АМ = АС lados opuestos 
de los paralelogramos ADB'A' y АМС”А y además ¿A = / А’ por tener sus 
lados paralelos y del mismo sentido. 
Por tanto, la igualdad (2) puede escribirse: 
área AADC _ AC 
área AA'B'C' АМ 
Además: ДАВС ~ AADM por ser DM || ВС. Luego: 
АС АВ 
AM АР 


(2) 


(3) 


Sustituyendo en (3): 
área AADC AB a 
es AAFC AD h 


Comparando (1) y (4), tenemos: 


área ДАВС | área AADC 
área AADC — área AA BC 
es decir: 
B _ área ДАРС 
área ÑADC b 6 
área ЛАРС = VBD. 


366. TEOREMA 112. "Un tronco de pirámide de bases paralelas es 
equivalente а un tronco de pirámide: triangular de la misma altura y bases equi- 
valentes a las del tronco dado” 

invórsss: ABCDEA'B'C'D'E' (Fig. 99?) es un tronco de pirámide 

cualquiera de bases paralelas. 


TESI: Volumen de ABCDEA'B'C'D'E' — volumen MNPQRT. 
MNPQRT es un tronco de pirámide triangular de la misma altura que 
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el tronco dado y de bases equivalentes a las del tronco dado y situadas en 
los planos a y f! paralelos. 


resis: Volumen de ABCDEA'B'C'D'E' — volumen MNPQRT. 
s " 


Pig. 292 
DEMOSTRACIÓN 
Consideremos las pirámides S-ABCDE y S'-MNP a las que pertenecen 
los troncos dados. 


Las pirámides S-ABCDE y S'-MNP son equivalentes por tener igual 
altura y bases equivalentes (corolario 3, Ari. 360). 
Por tanto: 
volumen S-ABCDE = volumen S-MNP (1) 
Las pirámides deficientes S-A"B'C'D'E” y S-QRT son también equiva- 
lentes porque las secciones A'B'C'D'E' y ОАТ son equivalentes. 
Luego: 
volumen S-A'B'C'D'E' = volumen S'-QRT (2) 
Restando miembro a miembro (1) y (2), resulta: 
Vol. S-ABCDE — Vol, S-A'B'C'D'E' = Vol. S'-MNP — Vol. S-QRT (3) 
Pero: 
Vol. S-ABCDE — Vol. S-A'B'C'D'E' = Vol. ABCDEA'B'C'D'E' (4) 
y Vol. 5-МРО — Vol. S-QRT = Vol. MNPQRT (5) 
Sustituyendo (4) y (5) en (3), resulta: 
Vol. ABCDEA'B'C'D'E' = Vol. MNPQRT.. 


367. VOLUMEN DEL TRONCO DE PIRAMIDE DE BASES PARA- 


LELAS. “El volumen de un tronco de pirámide de bases paralelas es igual 
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al producto de ur tercio. de su altura por la suma de sus bases у una media 
proporcional entre ellas"; 

Fórmula: Si B y b son las áreas de las bases paralelas, h la altura y V 
el volumen, la fórmula para el cálculo del volumen es: 


h —. 
Noms [BF bopoy Bow 


En efecto, según el teorema anterior un tronco de pirámide de bases paralelas 
es equivalente a uno triangular de la misma altura y bases equivalentes a las 
del tronco dado (es decir, tiene el mismo volumen) y uno triangular (teo 
rema 111 es equivalente (tiene el mismo volumen) a la suma de tres 
pirámides de igual altura y cuyas bases son las dos del tronco y una media 
proporcional entre ambas. 


EJERCICIOS 
(1) Hallar el volumen de un ortoedro cuyas dimensiones son: 
16. 12 y 8 cm. В: 1536 cm* 
(2) El volumen de un ortoedro es 192 ст? y dos de sus dimensiones 
son 8 v 6 cm. Hallar la otra dimensión. В: 4 cm. 
(3) Hallar el volumen de un cubo de 7 cm de arista. R: 343 cmi 
(4) Hallar la arista de un cubo de 512 ст? de volumen. R: 8 cm. 


(5) Hallar la arista de un cubo equivalente a un ortoedro cuyas di- 
mensiones son: 64, 32 y 16 pies. R: 32 pies 
(6) La diagonal de un cubo mide 12 cm. Hallar su volumen. 
R: 199 /3 cmt 

(7) El área total de un cubo es 150 m°. Hallar su volumen. 
R: 195 mi 

(8) El volumen de un cubo es 27 cm'. Hallar su diagonal. 
В: d — 33/3 cm, 


(0) Expresar el volumen V. de un cubo en función de la diagonal D. 
з 


R: V= ( em.) 


32-23 
(10) Hallar el área total de un cubo equivalente a un ortoedro de 9 cm 
de largo. 8 cm de ancho y 3 т de altura. R: Ap=216 om 


(11: Expresar el área total de un cubo en función del volumen. 
R: Ау--6| УУ 7 
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(12). Expresar el yolumen de un cubo en función del área total. 
r 
Ri: ê | VE | 
$ 
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(13) Si el volumen de un ortoedro es 60 m? y el área de la base es 
15 m°, ¿cuánto mide la altura? R: 4 m. 
(14) El área de un ortoedro es 264 сш La relación del largo 

al alto y al ancho. es de 5:3:1. Hallar sus dimensiones. 
Ri: largo = 10 cm: 
alto — 6 cm: 


ancho = 2 cm. 

(157 El largo de un ortoedro es el doble que el ancho; el ancho es el 
doble que la altura. Su diagonal vale 1/21 cm. Hallar su área total. 

Ra Ap=20 cni. 


Cuerpos redondos 


368. SUPERFICIE DE REVOLUCION. Es la superficie engendrada 
por una línea que gira alrededor de una recta llamada eje. En la rotación 
los puntos se mantienen a la misma distancia del eje. 

La línea que gira se llama generatriz. Todos los puntos de la genera- 
triz describen circunferencias cuyos centros están en el eje y cuyos planos 
son perpendiculares a él. 

Ejemplo. La línea X X’ X" X” (Fig. 293) al girar alrededor del 
eje YY”, engendra una superficie de revolución. Sus puntos: X, X”, X", X” 
engendran circunferencias de centros O, O”, О”, O”. 

La superficie OX X” X" X” O”, al girar alrededor de YY”, engendra un 
sólido -o:cuerpo' de: revolución. 
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Entre las superficies de revolución más importantes están la superficie 
cilíndrica, la cónica y la esférica, 

La cilíndrica es la engendrada por una recta paralela al eje. 

La cónica es la engendrada por una semirrecta cuyo origen está en el 
eje y no es perpendicular al eje. 

La esférica es la engendrada por una semicireunferencia que gira alre- 
dedor de su diámetro. 


Estas tres superficies limitan los siguientes cuerpos: 
1) cilindro; 2) cono; 3) esfera. 


Y 


Fig, 294 


369. CILINDRO, AREAS LATERAL Y TOTAL, VOLUMEN. Se 
Пата cilindro de revolución o cilindro circular recto a la porción de espacio 
limitado por una superficie cilíndrica de revolución y dos planos perpendicu- 
lares al eje. Las secciones producidas por dichos planos, son dos círculos 
llamados buses del cilindro. La distancia entre las bases se llama «//uri 

También puede considerarse el cilindro como engendrado por la revo- 
lución completa de un rectángulo alrededor de uno de sus lados. ЖЕУ 

Asi, por ejemplo, el rectángulo ABCD al girar alrededor del lado BC. 
engendra un cilindro circular recto. El lado AD, que engendra la super- 
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ficie cilíndrica, se Пата generatriz. Los lados AB y DC describen dos círculos 
que son las bases del cilindro (Fig 29 
Obsérvese que la generatriz AD — BC, es la altura del cilindro. 
Area lateral del cilindro 


Es el área de la superficie cilíndrica que lo 
limita. Para calcularla podemos imaginar dos cosas: o bien que lo abrimos 
a lo largo de una generatriz y lo extendemos en un plano, o: bien que se 
inscribe un prisma regular y calculamos el límite del área lateral del prisma 
al aumentar infinitamente el número de caras laterales (Fig 295) 


Fig, 295 


En el primer supuesto, se obtiene como desarrollo un rectángulo de 
base АВ = 2mr y de altura BC=g. El área de este rectángulo ABCD, 
es el área lateral del cilindro y vale A, = 2 z r g, que dice: “El área lateral 
de uti, cilindro: circular: recto es igual a la circunferencia. de la: base por là 
generatriz del cilindro" (Fig 296). 

En el segundo supuesto se llega a la misma fórmula, pues el área lateral 
del prisma recto es igual al perímetro de la base por la arista lateral y el 
límite del perímetro de la base es la longitud de la circunferencia de la 


base del cilindro (2 лг) y la arista lateral es igual a la generatriz g 
del cilindro. 


Area total. El área total es igual al área lateral más las áreas de las 


dos bases. El área de cada base es: 
BAR 
Luego: 
Ar=A1,+2b 
Apc2mrg--2s«r 
Ar=2wr (g+ r). 
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Fig. 296 


Volumen del cilindro. Es el límite del volumen de un prisma inscrito 
de base regular cuyo número de lados crece infinitamente. Como el volumen 
del prisma es el producto del área de la base por la altura tendremos: 


Volumen cilindro = zc r? g 


ya que la altura es la generatriz. 


370. SUPERFICIE CONICA DE REVOLUCION, :Si una semirrecta 
Ena <> 
AV (Fig. 297) que tiene su origen en un punto de una recta VO que es 


perpendicular al plano de un círculo en su centro, gira alrededor de VD 
pasando sucesivamente por los puntos de la circunferencia. engendra una 
superficie cónica de revolución. 


€ y 
La recta VO es el eje de la superficie cónica; la semirrecta VA la pene- 
rairiz y la circunferencia se llama directriz 


CUERPOS REDONDOS 287 


Fig. 298 
371. CONO CIRCULAR RECTO. AREAS LATERAL Y TOTAL. 
VOLUMEN.. La porción de espacio limitada por una superficie cónica de 


revolución y un plano perpendicular al eje, se llama cono circular recto 
o cono de revolución. 


La sección se llama hase del cono, la distancia VO es la altura y el radio 
de la base es el radio del cono. 


El cono circular recto puede considerarse engendrado por la revolución 
de un triángulo rectángulo alrededor de uno de sus catetos. 


Así, el AVAO (Fig. 298) al girar alrededor del cateto VO, engendra 
un cono circular recto; la hipotenusa VA es la generatriz y engendra la su- 
perficie lateral del cono; el cateto VO es la altura del cono y el otro cateto АО 
que engendra la base, es el radio del cono. 

Area lateral del cono. Si con radio g, construimos el sector circular 
del arco igual a la circunferencia de la base del cono, se obtiene el desarrollo 
de la superfice lateral del cono. 

Como el área de un sector circular es igual al semiproducto de la lon- 
gitud de su arco por la medida del radio, tenemos: 


(GRADO CORAZON ОЕ 
HOSPICIO 


BIBLIOTECA 


LICEO POLIVALENTE 
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1 * 
Аһ=з°2ажгщ Аяга. 


Es decir, “El área lateral del cono circular es igual a. la semicircunfe- 
rencia de la base. multiplicado por la medida de la generatriz” (Fig 999). 


y 


Fig. 209 


Area total del cono. Si al área lateral le sumamos el área de la base (B) 
tendremos el área total (Fig 300): 


Ar=nrg 
B=nar 

Ar=arg+nr 

Ar=ar(g+r) 


Volumen del cono. Es el límite del volumen de una pirámide inscrita 
de base regular cuyo número de lados aumenta infinitamente. Como el volu- 
mente de la pirámide es un tercio del área de la base por altura, tendremos: 


1 
Volumen del cono — B ar h. 


372. TRONCO DE CONO. AREAS LATERAL Y TOTAL. La porción 
de cono circular recto comprendida entre la base y un plano paralelo a ella, 


CUERPOS REDONDOS 289 


se llama ¿ronco de cono. Los dos círculos que lo limitan son las bases. la 
distancia entre las bases es la alura y la porción de generatriz del cono es 
la generatriz del tronco. 


Fig. 300 


La porción de cono comprendida entre el vértice y el plano paralelo 
а la base, se Пата coro deficiente. Un tronco de cono circular puede consi- 
derarse engendrado por la revolución de un trapecio rectángulo que gira 
alrededor del lado perpendicular a las bases. 


Ejemplo. En la figura 301 está representado el tronco de cono O'OBA, 
cuyas bases son los círculos de centros O у O’ y radio r y r. La altura es 


el segmento OO y la generatriz el segmento A8: El cono de vértice V y 
base el círculo O” es el cono deficiente, 

Area lateral del tronco de cono. Se puede obtener de la siguiente manera: 
Supongamos inscrito en el tronco de cono (Fig. 301) un tronco de pirámide 
regular, de apotema a. 

Si llamamos P y P' a los perímetros de las bases, tenemos: 


РЬР 
122018 


L а. 
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Fig. 301 


5i el nümero de caras del tronco de pirámide. se aumenta infini- 
tamente. P y Р” tienen por límites los valores 2лг y 2zr^ y la apotema 
del tronco, tiene por límite el valor de la generatriz del tronco. En- 


tonces tendremos: 


2ar+2nr 
А = 3 `g 
Mar+ar) 
Artik 


2 
А. = (zar + mr) g 
А = п (гг) 
А = лпа (r4 r). 


Area total del tronco de cono. Para hallar el área total, basta 
al área lateral las áreas de las dos bases. 


es — 
шээг Ap =e 


sumar 
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Volumen del tronco de cono.  Análogamente al volumen del tronco de 
pirámide regular, tendremos: 


Volumen tronco de cono — Ё (л R* -- m r: m Rr) 
siendo А la altura y А y r los radios de las bases del tronco. 


Secciones. Toda sección producida en una superficie esférica por un 
plano. es una circunferencia. 


Fig. 302 


373. SUPERFICIE. ESFERICA 'Y-ESRERA ` La:superficie ésférida esel 
lugar geométrico de todos los puntos del espacio que equidistan de uno 
interior llamado centro. 

La distancia del centro a un punto de la superficie se llama radio. Si la 
distancia de un punto al centro es menor que el radio el punto es interior a la 
superficie y si es mayor el punto es exterior, 

Se llama esfera al conjunto. formado por todos los puntos de una super- 
ficie esférica y los interiores a la misma. Las palabras esfera y superficie 
esférica se suelen usar como sinónimas. 

Una superficie esférica es también la superficie de revolución engen. 
drada por la rotación de una circunferencia alrededor de uno de sus diámetros. 
El cuerpo engendrado por la rotación de un círculo es la esfera. 
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Toda recta y todo plano que pasan por el centro se llaman Jidmetros y 
planos diametrales respectivamente, Un plano diametral divide a la esfera 
en dos partes iguales llamadas hemisferios 


374. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UNA ES$- 
FERA. Una recta puede tener con una esfera dos puntos comunes (secante): 
un solo punto común (tangente) o ningún punto común (exterior). 


Posiciones relativas de un plano y una esfera. Si la. distancia del centro 
O a un plano P es menor que el radio. el plano es secante (Fig. 302). La 
intersección con la superficie esférica es una circunferencia y con la esfera 
es un círculo. Si el plano pasa por el centro, como el plano a, la intersección 
tiene el mismo radio que la esfera y se llama circulo máximo. Si no pasa 
por el centro la intersección es un círculo menor, Todos los círculos máximos 
son iguales. 

Si la distancia del centro al plano es igual al radio el plano tiene un 
solo punto común con la esfera y se llama plano tangente y al punto común 
punto de contacto. 

Si la distancia del centro al plano es mayor que el radio el plano es 
exterior y no tiene ningún punto común con la esfera. 


Posiciones de dos esferas. Осирап posiciones análogas a las de dos cir- 
cunferencias en el plano. Si son secantes tienen común un círculo cuyo plano 
es perpendicular a la recta que une los centros. Si son tangentes tienen un 
solo punto común. 


375. CONO Y CILINDRO CIRCUNSCRITO A UNA ESFERA. Si 
desde un punto exterior a una esfera trazamos todas las tangentes posibles, 
se obtiene una superficie cónica que se dice está circunscrita a la esfera. La 
línea de contacto del cono y de la esfera es un círculo menor. 
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Si se trazan todas las tangentes paralelas a una recta dada se obtiene un 
cilindro circunscrito. La línea de contacto es un círculo máximo. 


376. FIGURAS EN LA SUPERFICIE ESFERICA Y EN LA ESFERA. 


i. Si cortamos una esfera por un plano secante tendremos: 

Cada porción de superficie esférica es un casquete esférico (en. general 
se considera el menor de los dos). Si el plano secante pasa por el centro 
el casquete se llama hemisferio. 

Cada porción de esfera se llama segmento esférico de una base. 


2. Si cortamos una esfera por dos planos paralelos tendremos: 

La porción de superficie esférica limitada por los dos planos se llama 
zóna esférica. 

La porción de esfera limitada por los dos planos se llama segmento es 
Jerico de dos bases. 


чараа 


араар аманд 


3. Si consideramos dos semicírculos máximos del mismo diámetro 
tendremos: 

La porción de superficie esférica limitada por los dos semicírculos se 
Пата huso. esférico. 

La porción de esfera limitada por los dos semicirculos se llama 
cuna esférica. 


4. Se llama distancia esférica entre dos puntos de una superficie esférica 
al menor de los arcos de círculo máxinío que pasa por ellos. Es la distancia 
más corta entre dos puntos medida sobre la superficie esférica. 


5, Se Пата triángulo esférico la porción de superficie esférica limitada 
por tres arcos de círculo máximo. Estos arcos o lados del triángulo son menores 
que una semicircunferencia. 
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Û. Se llama «ngulo esférico en un punto el formado por dos arcos de 
círculo máximo. Se mide por el ángulo formado por las tangentes a los 
arcos en el punto. 


A 
6 B 
D 


377. AREA DE UNA ESFERA Y DE FIGURAS ESFERICAS. La 
obtención por métodos elementales de la fórmula del área de una esfera es 
algo laboriosa. Requiere los siguientes pasos: 

1. El área engendrada рог la base AB de un triángulo isósceles AOAB 
al girar alrededor de un eje e que no corta al triángulo, es igual a la pro- 
yección del segmento AB sobre el eje por la longitud de la circunferencia 
cuyo radio es la altura ОН del triángulo. 

En efecto: el área engendrada por AB en su giro es el área lateral de 
un tronco de cono de lado АВ y circunferencia media la de radio HM. Luego: 


Area engendrada por AB = 2 n HM x AB 
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Pero los triángulos AOHM y ДАВР son semejantes: 


AB AD 


Luego: Area engendrada рог АВ = 2 ж ОН x AB. como se quería demostrar. 


2. Considerar una línea poligonal regular, o sea una quebrada formada 
por cuerdas "iguales de una circunferencia, y los triángulos isósceles que se 
forman uniendo los vértices de la pcligonal con el centro. 

Según el teorema anterior, el área de la superficie engendrada al girar la 
poligonal alrededor de un eje, que no la corte, es igual al producto de la pro- 
vección de la diagonal sobre el eje por la longitud de la circunferencia cuyo 
radio es la apotema de la poligonal. 


3. Si ahora consideramos una semicircunferencia girando alrededor de 
su diámetro, inscribimos una poligonal regular y hacemos crecer infinitamente 
el número de lados, en el límite se obtiene que la proyección de la poligonal 
es el diámetro (2 r); la apotema se transforma en el radio r y el área resulta 
la de la superficie esférica. Luego: 


Area superficie esférica = 2 wr X 2 r = лг. 
AREA DE UN CASQUETE O DE UNA ZONA ESFERICA. Es el 


limite del área engendrada por una poligonal regular inscrita en el arco al 
crecer infinitamente el número de lados. Luego: 


Area de un casquete o zona =2xrh 


siendo r el radio de la esfera y А la proyección de la poligonal sobre el 
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áreas son de la forma: 
artas=xa(r—$*e) = 1 
siendo k la distancia del centro al plano. 
Si ahora consideramos el cono de 
vértice. el centro de la esfera y de base 
la del cilindro tendremos que el área 
de la sección a la distancia А es: 
ge 
siendo z el radio de la sección. Pero 
como los triángulos AAOB y AOCD 
son semejantes. resulta: 
E 


= u qS Ж 
wg 


es decir. que el área de la corona circular (m А) y el área de la sección 
del cono (m z? =m А) son iguales. 

Aplicando el principio de Cavalieri resulta que el volumen Va del espa- 
cio entre la esfera y el cilindro es igual a la suma de los volúmenes de los 
dos conos que tienen de vértice el centro de la esfera y de bases las del prisma. 
El volumen de cada uno de estos dos conos es: 


у el de los dos conos es: 


Luego. el volumen. de la esfera será: 


2 4 
V=VW,—V.=2ar—ar=zar. 
3 3 
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EJERCICIOS 

(1; Hallar el área lateral de un cilindro circular recto, si el radio de 

la base mide 4 cm y la generatriz 10 cm. В. 951.2 ст. 
(2) Hallar la generatriz de un cilindro sabiendo que su área lateral 

es 756.6 cm? y el radio de la base mide 10 cm. Rz [2 cm. 
(3) Hallar el área total de un cilindro si el radio de la base vale 

20 cm y la generatriz 30 cm. R.: 6280 cm. 
(4) Hallar la generatriz de un cilindro cuya área total es 408.2 cm? 

si el radio de la base mide 5 cm. Rag ст. 
(5) El área total de un cilindro es 471 cm? y su generatriz es el doble 

de su radio, Hallar la generatriz y el radio, g = 10 cm. 

Its 
ыйы cm. 


(6; Hallar el área lateral de un cilindro, si el radio de la base mide 
6 m y la altura 9 m. B.: 33912 am 


(7; Hallar el radio de la base de un cilindro sabiendo que su área 
lateral es 1507.2 ст? y la generatriz vale 40 cm. RNG cm. 


(8) El área tctal de un cilindro es 75.36 m? y su generatriz es el doble 

del radio de la base. Hallar el radio y la generatriz. dd lm 
Login. 

(9) Hallar el área lateral de un cilindro cuya generatriz es igual al lado 

del triángulo equilátero inscritó en la base del cilindro. R: VFR 


(10) Hallar el área total de un cilindro, sabiendo que su generatriz es 
igual al lado del hexágono regular inscrito en subase R: алг. 
(11) Hallar el área lateral de un cono cuya generatriz vale 6 cm. 
si el radio de la base mide 4 cm. R: 75.36 cm. 


(12) Hallar el área lateral de un cono sabiendo que el radio de la base 
mide 6 cm y la altura 8 cm. R: ABRA cmi 


(13) Hallar el área total de un cono si la generatriz vale 9 cm y el 
radio de la base 5 cm. В: 219.8 cur. 


(14) Hallar el área total de un cono sabiendo que el radio de la base 
mide 3 cm y la altura 4 cm. В: 75.36 cm 


(15) Hallar la altura de un cono sabiendo que el área lateral mide 
16/51 cm? y el radio de la base mide 4 cm. R: 8 cn. 
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(16) El área total de un cono es 13 ж cm. El radio de la base y la altura 
están en la relación 1:2. Hallar el radio y la altura. r= cm. 


Re 
h=4 cm. 


(17) Hallar el área lateral de un tronco de cono cuya altura mide 
8 cm, y los radios de las bases valen 4 cm y 10 cm, respectivamente. 
Ri 439.6 cm, 


(18) Hallar el área total de un tronco de cono cuya altura mide 
4 cm, si los radios de las bases miden 9 cm у 6 cm, respectivamente. 

R.2 1929ж cm. 

(19) El área lateral de un tronco de cono vale 560 z cm?. El radio de 

la base mayor y la generatriz son iguales. El radio de la base menor vale 
8 cm y la altura del tronco mide 16 cm. Hallar la generatriz. R 20 cm. 
(20) Hallar el área lateral y el área total de un tronco de cono, sa- 
biendo que los radios de sus bases miden 11 cm y 5 cm y la altura 
8 cm, respectivamente. > Ат = 509.4 cm?, 
" Ay = 960,84 cm, 

(21) Dos esferas de metal de radios да y За, se funden juntas para hacer 

una esfera mayor. Calcular el radio de la nueva esfera, R: т = а 38. 
(22) En uma esfera de radio r se tiene inscrito un cilindro de manera 


tal Que el diámetro del cilindro es igual al radio de la esfera. Calcular: 
а) el área lateral del cilindro; b) el área total del cilindro; c) volumen 


del cilindro Rea A; = m т. 
B) ^-( i 5 з) за. 
суур со т, 


(23) Se tiene una esfera situada dentro de un cilindro de manera que 
el cilindro tiene de altura y diámetro el diámetro de la esfera. Determinar 
la relación entre el área de la esfera y el área lateral del cilindro. 

R.: son iguales. 

(24) Dos esferas cuyos diámetros son 8 y 12 pulgadas respectivamente 
están tangentes sobre una mesa. Determinar la distancia entre los dos puntos 
donde las esferas tocan a la mesa. R.: 4/6 pulgadas 


(25) Dentro de una caja cúbica cuyo volumen es 64 ст?, se coloca una 
pelota que toca a cada una de las caras en-su punto medio. Calcular el vo- 


2 32 
lumen de la pelota. REY ын 
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Ejer. 30 


(26) Se funde un ci- 
lindro de metal de radio r 
y altura Л, y con el me- 
tal se hacen conos cuyo 
radio es la mitad del ra- 
dio del cilindro, pero de 
doble altura. ¿Cuántos co- 
nos.se obtienen? 

R.: 6 conos. 


(27) Una esfera de 
Cobre se funde y con el 
metal se hacen conos del 
mismo radio que la esfera 
y de altura igual al doble 
de dicho radio. ;Cuántos 
conos se obtienen? 

R.: 2 conos. 


(28) En una caja de 
forma cúbica, caben exactamente 8 es- 
feras de 2 pulgadas de diámetro cada 
una y en el centro de éstas una esfera 
menor que las anteriores. Calcular el 
volumen de ésta. 


4 22 
n. Уже (39 — ? in. 


(29) Hallar el volumen del espa- 
cio limitado por los troncos de pirámide 
y de cono, de acuerdo con las medidas 
indicadas en el dibujo. 

R.: V —620,.72 pulgadas cúbicas. 


(30) Calcular el volumen del es- 
pacio que queda entre los dos cilindros. 
de acuerdo con las medidas indicadas 
en la figura. 

В.; У = 1695.8 pulgadas cübicas. 


(31) Hallar el volumen. del es- 
pacio limitado entre el cono y el or- 


CUERPOS REDONDOS 301 


toedro de acuerdo con las medidas indi- 
cadas en el dibujo. 
R. 654.96 pulgadas cübicas. 


peso 


Ejer: 31 Ejer, 82 


(32) De un cubo de 5" de arista se quita un cilindro de 3" de 
diámetro. Calcular el volumen de la parte que queda del cubo. 


R.: V = 89.675 pulgadas cübicas. 


En sus monumentos grandiosos y en su arte los ma- 
yas y los oztecas nos dejaron evidencia de la 
aplicación maravillosa que estos dos pueblos hi- 
cieron de la Geometria. El triángulo, el círculo, el 
cuadrado, el cilindro, eic, les fueron figuras fa- 


miliares. La greca —que como su nombre indico 
ha sido atribuida a los griegos—, era estampado 
en telas, maderas o piedras mediante la ayudo 
de rodillos labrados, como el que aparece en lo 
ilustración a la izquierda (unos 2.000 años a. d. C 


Trigonometría 


80. ANGULO Di 
8i NGULO D 


—— wm d 
Sea OA una semirrecta fija y OC una semirrecta móvil del mismo origen 
Res: 
y en coincidencia con OA. 


— 
Supongamos ahora que la semirrecta OC gira alrededor del punto O. 


— 
en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces OC, en cada po- 
sición engendra un ángulo, el ángulo ZAOC (Fis. 303), por ejemplo. 


— 


— — 
Cuando OC coincide con OA, el ángulo es nulo; cuando OC comienza a girar, 


— —» 
el ángulo aumenta a medida que OC gira. Al coincidir OC de nuevo con 
302 
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> y 
OA, ha engendrado un ángulo completo (360°), pero OC puede seguir girando 
y engendrar un ángulo de un valor cualquiera. 


Fig. 303 Fig, 304 


381. ANGULOS POSITIVOS Y ANGULOS NEGATIVOS. Arbitraria- 
mente se ha convenido que los ángulos engendrados en sentido contrario a 
las manecillas del reloj, se toman como positivos y los ángulos engendrados 
en el mismo sentido de las agujas del reloj se consideran negativos. 


Ejemplo. . En la figura 304 £ AOC = 489, £ АОВ = 45°. 


382. SISTEMA DE EJES COORDENADOS RECTANGULARES. Sobre 
una recta Xx, tomemos un punto O 
que se llama origen. Por el punto 
O, tracemos la recta YY de manera 

—> — 
que yy L Xx. 

Tomemos una unidad y gradue- 
mos los dos ejes a partir del punto O. 
El eje XX" se gradúa postivamente ha- 
cia la derecha y negativamente hacia 
la izquierda. El eje ҮҮ! se gradúa po- 
sitivamente hacia arriba y negativa- 
mente hacia abajo. 

Los números sobre el eje XX” 
miden las distancias en magnitud y Fig. 305 
signo del origen a los puntos del eje y reciben el nombre de abscisas. 
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Los números tomados sobre el eje YY” miden las distancias del origen 
а los puntos del eje y reciben el nombre de ordenadas. 

Análogamente, el eje XX' se llama eje de las abscisas y el eje FF’ se 
llama eje de las ordenadas. 

El punto O es la intersección de los dos ejes y se llama origen de 
coordenadas. 

Los ejes XX” y YY” dividen el plano en 4 partes, llamadas cuadrantes. 


XOY = 1 cuadrante X'OY' = III cuadrante 
YOX’ = II cuadrante Y'OX —IV cuadrante. 


383. COORDENADAS DE UN PUNTO. Establecido en un plano un 
sistema de ejes coordenados, a cada punto del plano le corresponden dos 
nümeros reales (una abscisa y una ordenada) que se llaman coordenadas 
del punto. 

Para determinar dichas coordenadas, se trazan por el punto paralelas 
a los ejes ХХ” y ҮҮ” y se determinan los valores donde dichas paralelas 
cortan a los ejes. Estos valores se colocan a continuación de la letra. que 
representa al punto, den- 
tro de un paréntesis, se- 
parados por una coma. 
primero la abscisa y se- 
gundo la ordenada. 

Ejemplo. En la figu- 
ra 306. las coordenadas de 
A son 5 y 2. Se escribe: 

A(5, 2). 

Recíprocamente, da- 
das las coordenadas de un 
punto C(—4,-2), рага lo- 

Fig. 306 calizar el punto se señala 
— 4 en el eje ХХ” y —2 en el eje ҮҮГРог estos puntos se trazan paralelas 
a los ejes y donde se cortan está el punto С (Fig. 306). 


384, FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO 
EN UN TRIANGULO RECTANGULO. Consideremos el triángulo rectán- 
gulo ДАВС (Fig. 307), Las llamadas funciones o razones trigonométricas 
de los ángulos agudos Z В y ZC son las siguientes: 


SENO. Es la razón entre el cateto opuesto a la hipotenusa. 
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Notación. Seno del ángulo B se escribe sen B. 


COSENO. Es la ra- 
zón entre el cateto adya- b 
cente y la hipotenusa. Se 
abrevia, cos. 


e 
Fig. 307 


TANGENTE. Es la razón entre el cateto opuesto y el cateto adya- 
cente. Se abrevia tan. 


b Ф 
tanB=-, tanC ——. 
e b 


COTANGENTE. Es la razén entre el cateto adyacente y el cateto 
opuesto. Se abrevia cot. 
cot B — Е 5 eot C = 2 М 
b c 
SECANTE. Es la razón entre la 
hipotenusa y el cateto adyacente. Se 
abrevia sec. c 
sec B = 2 i sec — 5 : 
COSECANTE. Esla razón entre 
la hipotenusa y el cateto opuesto. Se 
abrevia csc. 10 


eB, сС=2. 8 


Ejemplo, Dado un triángulo rec- 
tángulo cuyos catetos miden 6 y 8 cm, 
calcular las funciones trigonométricas 
del ángulo agudo mayor. 
Por medio del teorema de Pitágo- В A 
ras, calculamos la hipotenusa: 


BC: — AB + AC? Fig. 306 
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ВС? = 62 + 8° = 36 + 64 = 100 


BC* — 100 2. BC = yvi = 10. 


Sabemos que el ángulo agudo mayor es el ángulo B (Fig. 308) porque a 
mayor lado se opone mayor ángulo. 


8 8 4 
sen B = — — 0.8 t =-=-=1.: 
10 ап B "sri 1.33 
RR cot B= =3:=076 
10 gc 
10 5 
sec B=—=-=1.67 
6 13 
10 5 
с В = == 125 


385. FUNCIONES Y COFUN- 
CIONES TRIGONOMETRICAS DE 
UN ANGULO CUALQUIERA. Соп- 
sideremos los ángulos a, B, y y e que 
en un sistema de coordenadas tienen 
su lado terminal en el 1°, 2°, 3° y 4° 
cuadrantes respectivamente. 

Tomemos un punto en el lado ter- 
minal y consideremos sus coordenadas 
Fig. 309 y su distancia al origen. 


Las funciones trigonométricas se definen así: 


SENO. Es la razón entre la ordenada у la distancia al origen, 


COSENO. Es la razón entre la abscisa y la distancia al origen, 


CAE AS ОЕ 
= i У Eben pp MM 
БВА ОВ тїз >ы © OD 


TANGENTE. Ез la razón entre la ordenada y la abscisa. 


CF DE 


AE ian f BF á 
==.» ==» 1 ==, EE. 
tana DE tan ОР any OF ane DE 


TRIGONOMETRIA 307 


COTANGENTE. Es la razón entre la abscisa y la ordenada. 


Эн ОЁ 08 OF 5 
a==, ===, ооу $ =. 
ap" CURE POE C ONT e 


SECANTE. Es la razón entre la distancia y la abscisa. 


=a =, see f =k, soy = р, we, 
COSECANTE.. Es la razón entre la distancia y la ordenada, 
e юй ЛП, ме cse g= سے‎ . 
AE BF TF ED 


Ejemplos. а) Calcular las funciones trigonométricas del ángulo 
4XOA =a (Fig. 310), sabiendo que A(3, 4). 


d=. 3 + #; d= VIF 16= 5; 4к-5. 
maz i 080. дра 3 cog 60: 
5 5 
tna 18. cot a — $ 075 
sea =3= 167. en a =5 = 135. 


Fig. 311 


Fig. 310 

b) Calcular las funciones trigonométricas del ángulo / ХОВ= В 
(Fig. 311) sabiendo que B(2, — 3). 
д= у ЕЗУ = VES, d VAS. 
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2 зуй 
Ш EAD 
cor p=2=-—081 
se p= YÊ. 

«ар VEYE 


386. SIGNOS DE LAS 
FUNCIONES |TRIGONOME- 
TRICAS. Considerando que 
la distancia de un punto cual- 
quiera al origen de coorde- 
nadas siempre es positiva, ve- 
mos que los signos de las 
funciones en los distintos cua- 
drantes, son (Fig 312): 


(0%, 90°, 1809, 270%, 3609). Consi- 
deremos el ángulo a (Fig. 313). Las 
funciones trigonométricas son: 


OB AB 

cosa = = tan а = ==, 
ОА ОВ 

ОА ОА 
==, ca = — . 
seca os €: 3B 
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Valores рага а = 0^. Si hacemos girar la semirrecta OA de manera 
que coincida con el semieje OX, tendremos: 


AB=0, OA — OB. 

OB OB 

cot 0? шах œ (no existe). 
A. 0 
OA OB 

sec 0° = — === — 1. 
OB ОВ 
OA Од 

ese 09 === — = x (no existe). 
AB 0 


Nota importante. La cotangente y la cosecante de 0° no eristen 
porque no se puede dividir entre cero. Se representan a veces por el simbo- 
lo » (se lee infinito) que indica que estas funciones trigonométricas 
van tomando valores cada vez mayores, llegando a ser tan grandes 
como uno quiera, a medida que el ángulo se acerca a cero tomando 
siempre valores positivos. No hay que olvidar que < no es un número, 
sino un símbolo. 


шэн 
Valores para a == 90^. Si hacemos girar la semirrecta OA de manera 
que coincida con el semieje OY, tendremos: 


e = 90°, AB=0A, `ОВ == 0. 
0 
cot 90? = == =0 
AB 
sec 90? = ыг ES = ° 


Valores para а — 180°. Si el giro. de ОА contimúa hasta que coincida 
OX’, tendremos que OB es negativo y 


a = 180°, AB=0, ОА = —OB. 


GEOMETRIA (BALDOR) — 11. 
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AB. 0 ОВ OB х 
sen 180? = = = — — 0). cot 180? — => 
п 53-32 со ЯВ б > (mno existe). 
sec 180° m eese aT 
OB 
tan 1800 — АЁ үрээ. ос18 = ہے 94 ے کک‎ (np exiis): 


Valores para а = 270°. Continuando el giro de 03 hasta que coincida 
con el semieje OY”, tendremos que АЁ es negativo y 


a = 270°, АВ — — бА, OB — 0. 

AB — O. OB 0 

sen 270% = == 7. 1. cot 270% = == == 0. 

"А OA ОА AB АВ 
OB 0 
2709 — = === 0. 
c OA OA 
tan 9709 — AB AB ОА ОА 


А (no existe). csc 270° ap ace 


[7 


Valores рата a = 360%. Si seguimos el giro hasta que vuelvan a сош- 
cidir ОА y OX las funciones trigonométricas de este ángulo, tendrán los 
mismos valores que calculamos para 0°, es decir: 


sen 360% =0. cot 360? — no existe. 
cos 360? — 1. sec 360? — 1. 
tan 360? — 0. csc 360? — no existe. 


387 RESUMEN DE LOS VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONO- 
METRICAS DE LOS ANGULOS QUE LIMITAN LOS CUADRANTES 


0° 90° 180° 2709 3609 
sen 0 1 0 —1 0 
cos 1 0 —1 0 1 
tan 0 no existe 0 no existe 0 
cot no existe 0 no existe 0 n0 existe 
sec 1 no existe =t | no existe 1 
esc no existe | 1 no existe | —1 | no existe 


Estudiando la tabla anterior vemos que el seno toma los valores: 0, 1, 
0, — 1, 0. Es decir, que su valor máximo es +1 y su valor mínimo es — 1. 


TRIGONOMETRIA 311 


El seno varía entre + 1 y — 1, no pudiendo tomar valores mayores que + 1 
ni valores menores que — 1. 

Observando el coseno, vemos que también varía entre +1 y — 1. Si 
analizamos la tangente veremos que su variación es más compleja. De 0? 
a 90? es positiva y varia de 0 hasta tomar valores tan grandes como se quiera. 
Para 90? no está definida y de 90? a 180? pasa a ser negativa, variando 
de valores negativos muy grandes en valor absoluto hasta cero. De -180° 
a 270? vuelve a ser positiva variando de cero hasta valores tan grandes como 
se quiera. Para 270? no está definida y de 270% a 360? pasa a negativa 
variando de valores negativos muy grandes en valor absoluto hasta cero. Las 
demás funciones varían análogamente. Estas variaciones se pueden resumir 
en el siguiente diagrama: 


NEGATIVO POSITIVO 


Diagrama F 

Funciones trigonométricas de ángu- 

los notables, Es posible calcular fácil- 

mente los valores de las funciones tri- 
gonométricas de 30°, 45% y 60°. 


Cálculo de los valores de las fun- 


ciones trigonométricas de 30*(Fig 314 ) 
° 


3 
ZAOB= / EOD = 


— 605; 
ОА =r; 
AB=l=r; 
ec a IS e 
AM===2; 
2 


OM: = 02: — AM; Fig. 314 
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Ал» 
r 
rya. 
ces 309 2 rv3 Va 
©, r 2r 2 
edm = 
pu АМ 5F 1 уз үз 
ОМ туз е 43 và 3" 
2 
rv3 
сое ОМ E 
АМ г $ 
2 


ы? | r 2r 2 УЗ NE 
sec 30 = —— — Ў 
OM rvy3 гуз уЗ y3 3 


Cálculo de los valores de las fun- 
ciones trigonométricas de 45*(Fig. 315) 


о 
¿AOB = 2сор = 300° = 90°. 


АВ = =гу. 
4a AB | худ 
RM y F 
ОА = r. 


Fig. 315 OM? = ОА? — АМ, 
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Des E 2 E ade 48-08 de r 
4 4 $52" 


M= /£5. c XŠ rye 
v 2. ү ү КН 


Жу 
AM 2 зу У 


45° = 
Ёс ULP eU Xe Ж 
r vZ 
asm DM ES 2E A 
ОА E 7 Е oo 


z EE 
iis pM. Nite ЖЕМИ co 
А туї  2ry2 
2 
ОА r ər B^xm E "o 
sec 45° — = 
ОМ түу? гү v2 y2 2 
9 
ол 2 CNN > 
A LX VE AE Lue 
AM гү? ry? V2 v2 2 


Cálculo de los valores de las funciones trigonométricas de 60° 
(Fig. 316). 
360° 


LAOB = LAOC = g~ = 190°. 
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S£. t NS VA. 
2143 уЗ v3 3 
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Resumen: de: los: valores: de Тав funciones trigonométricas de 30% 45? 


y 60? 


FUNCION | 30° 45° 60° 
— 
sen 1 VE Уг 
2 2 2 
cos УЗ; vz 1 
i 2 p eme 2 
tan ос 1 JE 
cot v3 1 уз 
3 
sec aC 2 
esc NE 23 3 


EJERCICIOS 


(1) Representar en un sistema de ejes coordenados, los puntos siguientes: 


A(0,0) 
B(4, 0) 
C(3,2) 
D(7,2) 
E(6, 8) 


Е (7,6) 
6 (0,5) 
H(— 3,3) 
1:(—89,1) 
J —5,3) 


K (—6,0) 
L(—4—3) 
М(-3,-3) 
N (1,3) 
0 (0,—3) 


P(—7,—5) 
Q(2,—2) 
R(9, —4) 
S(5,—4) 
T(8,—2) 


(2) En el triángulo rectángulo A АВС (¿A = 90°), calcular las fun- 
ciones trigonométricas de los ángulos B y C, si b=2 cm y c=4 cm. 


Rz 


sen B = cos C = 


NL 


2 


2 


< 
15 


cos В = sen С = 


tan. B = си C— 3 


cot B = tan C = 9. 


ys 


sec B = cse Ç 


cse В = sec С — 5. 


316 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
(3) Dados los puntos A(2.3) y B(— 1,4) calcular las funciones trigo- 
nométricas de ¿XOA y / ХОВ. 


зү13 47 
Ru seni XOA = >— dee а= 
еп / ХОА B sen ¿XOB 17 
AA 17 
сох £ XOA— 7 tos / ХОВ = -Үр H 
tun 2.ХОАХ = tan / ХОВ = — 
1 
cot / ХОА = сой XOB——. 
sec £ XOA = sec -LXOB- — NAT. 
17 
ese / ХОА = cse Z ХОВ = x- 


1) sen сан 6) сог 210% = v3. 
2) eos 22:53 7) „езе 135° — — N/9. 
3) tan 60° = y3. 8) ex 150° = У, 
A). sec 240° — — 9. 9) tan 120° = Ў: 
5) cos 005° = V2 10) sec 3009 — — 2. 


R Correcto: 1--3-4--6--8: 


(5) Decir si son posibles о no, los siguientes valores: 


1) see E —— 948. 0) tan H = 4.09. 

2) = 7) ex F = — 5.4. 
3) ES 8) cos B — — 0.05. 
4) = 9) cos Y — — 3.14. 
5) cse Р — 0.03. 10) cot D = — 4416. 


R.: Son posibles 1—2—4—6—7—8—10. 


1) 
2) 


3) 
4) 


5) 
6) 
7) 


8) 


9) 
10) 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


TRIGONOMETRIA 
(6) Calcular los valores de las expresiones siguientes: 


5 sen? 45° + B cos? 30° 


3sen 30% + 6 cos? 45? 


5 tan? 45? +2 sec 45° 
4 соз 60° + 5csc 30° 


4cos 30° + 6 sen 45? 
61an 30*-L-2csc 45° 


sen? 30? + sect 45? 
cos! 609 + sen? 459 
esc? 45? + cos? 30° 


est 30% + tan? 45° 
sen 30° + сәс 30° 


зеп? 30° + cos? 60° 
sen? 45? + sen? 309 
cos? 45? + sec? 45 


cos? 30? + tan? 30? 


Sen! 45° 4- cos! 60° 


tan? 30? + sen? 30° 


st + esc? 305 


cos 60° + cos 30° 
280° 30° F sen? 455 


Ha 


m g зу в 
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12. 


20374. зуй 


ОМЗ 9ç/2. 


e 91. 
4 


+1 08 


Funciones trigonométricas de ángulos 
complementarios, suplementarios; ete, 


Se llama circulo trigonométrico aquél cuyo radio vale la unidad. 
Sean ХХ” e YY” (Vig. 317) un sistema de ejes coordenados. Tracemos 
el círculo trigonométrico de manera que su centro coincida con el origen de 
coordenadas O. Consideremos un ángulo cualquiera Za, en el primer cua- 
drante y tracemos BD 1 OX, TC 1 ОХ, AM || OX y RS 1 OX. 
Aplicando las definiciones ya dadas de las funciones trigonométricas, 


tenemos: 


B 85 BD — 
зеп а = =—=—=BD. 
0 x 1 
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Mp0 


Fig. 317 


En cada uno de los otros cuadrantes, la representación se obtiene de 
una manera análoga (Fig. 318). 


389, REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE. La conversión de una 
función trigonométrica de un ángulo cualquiera en otra función equivalente 
de un ángulo del primer cuadrante, se llama: “reducción al primer cuadrante”. 
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2) Dos ángulos som complementarios por defecto cuando su suma vale 
90% y complementarios por exceso cuando su diferencia vale 909. 

b) Dos ángulos son suplementarios por defecto cuando su suma vale 
180° y suplementarios por exceso cuando su diferencia vale 1809. 


с) Dos ángulos son explementarios por defecto cuando su suma 
vale 360° 


390. FUNCIONES TRIGONO- 
METRICAS DEL ANGULO (90%— a) 
En el círculo trigonométrico (Fig. 319) 
los triángulos rectángulos ABOA y 
AA'OB' son iguales por tener la hi- 
potenusa y un ángulo agudo iguales 
(OA=0B'=1 y ¿BOA= LOB'A'). 
Luego ОА? — AB y AF — OB. 


Las funciones trigonométricas 
de los ángulos complementarios а y 


Fig. 319 (90? — a)son: 
sena — AB. sen (90° — а) — A'B' — OB. 
cos a — OB. cos (90° — a) = OA = AB. 
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tama = AB. 
OB 
OB 
cot a = =. 
AB 
0A 
sec a ===. 
OB 


esc urs esc (90° — а) = a ОА 
АВ WE ОВ 
De aquí se deduce: sen (90° —a) = cos a. cot (90" — a) = tana 
cos (90° — a) = sena sec (909 — a) = esc a 
tan (90° — a) = cot a esc (90° — a) = sec a 


Las funciones trigonométricas de un ángulo són iguales, en valor absoluto 


y en signo. a las cofunciones del 


Ejemplos. sen 60° = sen (90% — 30%) = cos 30° = 


ángulo complementario por defecto”. 


уз 
ui 


tan 70? = tan (90? — 70?) — cot 20°. 


391. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO (180° — а) 


En la figura 320, tenemos: 


| 8 


ОА = ОА =г=1; 


sena — AB. 


cos a — OB. 


апа. 


AB= АВ; ОЕ = 
ѕеп (180° — а) = AF = АВ. 


cos (180° — a) =0B"= —OB. 


tan (180? — a) ux -25 


OA _ ОА 

180° —a) = 104. 
set a= 95 O 
07087 


сѕс (1809--а) = =s 
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De aquí se deduce: 

sen (180? — a) = sena 
cos (180° — а) =— cos а 
tan (180 — а) =— tan a 
cot (180° — a) — — eot a 
sec (180° — а) — — sec a 
esc (180° — a) = csc а. 


“Las funciones trigonométricas de 
un ángulo son iguales en valor abso- 


del seno y de la cosecante que son 
del mismo signo", 
Ejemplos. 
sen 190? — sen (180? — 60°) 
— se 60° — УЗ, 
t 


cot 190? = cot (180° — 60°) 


Fig. 321 == Y, 


399. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL. ANGULO (180° + a). 
En la figura 321, considerando los triángulos AAOB y AA'OB', tenemos: 
DA=04'=r=1; ОВ =— UB; AB —— АВ. 


sena = AB. sen (180° + a) = AF = — AB. 
cos a — OB. cos (180? + a) — OB' — — OB. 
шав ^ —AB 

tan a= Sp ` tan (180' +®= = E: 
OF  —OB 


— ОВ e) = 2% 
шы b ia cot (180' +w == s: 
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sec A. sec (180% + a) = 
_ ОА à o АВАВ 
mesa esc (180 Жэ A" 


De aqui se deduce: 

sen (180? + a) — — sena 

cos (180? + а) = — eos a 

tan (180? + a) = tana 

cot (180? + а) = cot a 

sec (180? + a) — — sec a 

€5c-(180* 4-а) = — esc a. 

“Las funciones trigonométricas de 
un ángulo son iguales en valor abso- 
luto a las funciones del ángulo su- 
plementario por exceso, pero de signo 
contrario excepto la tangente y la cotangente que son del mismo signo. 


á 25 X. w. — 85 
Ejemplos. cos 910° = cos (180° + 30°) = — cos 30° = М. 
tan 995° = tan (180% + 45°) = tan 45? = 1. 
393. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO (360° — a). 


En la figura 322, considerando los triángulos AAOB y AA'OB, tenemos: 


VA=04=r=1; AB=—AB. 
sena= AB. sen (360? — a) = AB = — AB. 
cos a — OB. cos (360? — a) — OB. 
_ АВ - _ АВ | —AB 
tan uo. tan (360 hier mo 
OB OB _ OB 


AAA cot (360? —a) UICE: 
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O04 Ол 
wi cuu тоа 
ese (360% —a) = оа. 04 25 


De aquí se deduce: 
sen (360° —a) = — sena 
cos (360° — а) = 
tan (360° — 
cot (360? — 


— lana 


— «eot a 


sec (360° — a) — sec a 
esc (360? — a) == — сс a. 
"Las funciones trigonométricas de 


un angulo son iguales en valor ab- 
soluto a las funciones del ángulo ex- 


| Fig. 323 plementario. pero de signo contrario 
excepto el coseno y la secante que son del mismo signo”. 


Ejemplos, sen 315° = sen (360? — 45?) = — sen 45°. 


cos 300° = cos (360° — 60°) = cos 60° = 1. 


sena — AB. 
cos a = OB. 
ТЭРЭЭР 

ОВ 
eE 


PE 


394. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO —a. En 
la figura 323, considerando los triángulos AAOB y ЛАОВ, tenemos: 


ОА = ОА =r=1; АВ АВ. 


sen (— а) = AB = — AB. 


cos (— а) = OB. 


“cs a 
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_ОА _ОЛ O04 
sec =p" sec a= E 
me Mae os 
АВ” V AB, AB 
De aquí ser deduce: 
sen (— а) =—sena cot (— a) = — cot a 
cos (— a) — cos a sec (—a) = seca 
tan (—a) = — tana esc (— а) = — сс a. 


“Las funciones trigonométricas de un ángulo negativo son iguales en 
valor. absoluto. a las funciones del misma ángulo positivo, pero de signo con- 
trario. excepto el coseno y la secante que tienen el mismo signo". 

Ejemplos. sem (— 30%) ——smae-—i. 


sec (— 45°) = sec 45? = VZ. 


EJERCICIOS 


(1) En un círculo trigonométrico señalar las lineas trigonométricas de 
cada uno de los siguientes ángulos: 


1) 309 5) 45? 9) 60° 
2) 120° 6) 135° 10) 150° 
3) 210° 7) 275% 11) 940^ 
4) 300° 8) 3159 12) 330°. 


(2) Reducir las funciones trigonométricas siguientes, a otras equivalentes, 
de ángulos menores de 45%: 


1) sen 64°. R: cos 26°. 

2) tan65°. R. cot25°. 

3) sec 70°. В. csc 909. 

4) cos 80° 30' 10". R.: sen 9? 99' 50”. 

5) — cese 50? 20”. R.: — sec 39° MY. 

6) — ғап 75? 15' 90". R: — eot 149 44 40”. 
7) —sen 50°. R: — eos 40°. 

8) csc 45? 90. H. sec 44? А). 

9) cot 50°. R: tan 409. 
10) cos 85°. R.: ѕеп 5°. 
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tan 120°. 
sen 105°. 

ese 100° 207. 
— sec 170°. 
cos 135°. 

— sec 1359. 
— cot 1559, 
tan 170°. 
cos 96? 15. 
sen 110°. 
cot 225°. 

— cot 940? 30. 
сс 9509. 
cos 910°. 
sen 9609 32. 
— sec 9509 307 15". 
sen 9109 20”, 
— tan 260°. 
sec 2509, 
sen 200°. 

cos 305°, 
sec 330°. 

— sen 320°, 
ese 300°. 
cos 350? 30". 


: — oot 30°. 

: eos 159, 

: sec 10? 207. 
sec 10?, 

— соз 45°. 
sec 45°. 

со{ 95°. 

: — tan 10°. 

2 — sen 6? 15'. 
: cos 909. 

: cot 45°. 

— tan 29° 30. 
— sec 20°. 

2 — 005 30°, 

— cos 9? 98". 
esc 19? 99' 45", 
: — sen 30? 20. 
¿ — cot 10°. 

— сс 20°. 

— sen 20°. 
sen 35°. 

sec 309, 

sen 40°. 

— sec 30°. 
cos 9? 30. 


PPRPPPPPPPPPPPPPPPPPPPRPT 


(3) Reducir las funciones trigonométricas siguientes a las de un ángulo 
positivo menor de 45°. 


n 
2) 
3) 
4) 
5) 


sen (— 350° 45^). 
cos (— 315°). 
tan (— 2209). 
sen (— 190°). 
sec (— 85? 15"). 


: sen 9° 15*; 


GRIEGOS Y ROMANOS. Después de los egipcios 
y precolombianos, los griegos y —por influencia 
suya— los romanos, lograron imprimir en sus obras 
una belleza serena nunca alcanzada hasta en- 
tonces. A la izquierda el «tesoro de Cnido» y a 


Relaciones entre las fu 


la derecha una torre romana de base octogonal. El 
primero es una demostración de los elementos geo: 
métricos combinados: las líneas paralelos y el 
triángulo. Al fondo un acueducto romano: apli- 
cación en la Arquitectura del arco semicirculor. 


nciones trigonométricas 


identidades y ecuaciones trigonométricas 


denadas consideremos un ángulo a de lado inicial OX 


En un sistema de coor- 
(Fig. 324), 


Tracemos por un punto cualquiera C del lado terminal la perpendicular 


MC al eje OX. 


Aplicando las definiciones de las 


funciones trigonométricas, tenemos: 


е 


cos а = === 


ОС 
327 
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OC 
== 3) 
tana OM ( 
oM 

= 4 

со! a ме (4) 
Multiplicando (1) por (6), tenemos: 
MC. OC 


= М EET 
ad Ta 


7. Sena єзса =1. 


2 1 
Despejando кел а: Sen а = S 

: Ч EIE 
Despejando ese a: ese a id 


Multiplicando (2) por (5), tenemos: 


OM OC 
соз а seca = ——. —— —1 
OC OM 
-. cosa seca =1. 
1 
Despejando cos a: cosa = — 
Despejando sec a: seca — ue 5 
3 cos a 


tana cota = == =i 
OM MC 
tana cota =1. 
Despejando an a: monza is Hu, 
cot a 
1 
Des d 1 ХЭРЭЭР 
pejando cof a cot a TET 


396. RECIPROCIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. 

De las fórmulas anteriores se deduce que son recíprocas las siguientes 
funciones del mismo arco: 

1) El seno: y la cosecante. 

2) El coseno y la secante. 

3) La tangente y la cotangente, 
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397. OTRAS RELACIONES IMPORTANTES. Dividiendo (1) y (2). 
tenemos: 


MO no 
sena _ OC MC 
OM 


cosa 
OC 
Comparando este resultado con (3). tenemos: 
tana = а er Я (7) 
(osa 
Y como: tana = і (8) 
cota 


Comparando (7) y (8). tenemos: 
1 sena 
tora ^ cosa 


сов 
clu 2209877 "ду 
sena 


Relación entre el seno y el coseno. De las fórmulas (1) y (2): 


sena = 


‹ 


= 


y tra Ts (2) 


Elevando al cuadrado: 


M OM- 
"a ==, cost а = à 
зеп? a G = === 


Sumando miembro a miembro: 

MC: , OM: МС: + OM: 
Oc ос Qe C 
Pero por el teorema de Pitágoras МС? + OM: = OC* 


sen? a + cos а = 


OC: 
2'. sen" a + cos a = === 1. 
v ОС? 
Es decir: Sen? а + cov! a = 1. 
De donde se deduce: 


sera = 1 — соз?.@ cof a = | — serê a 


sen а = VÎ — cos: a . cos a = V! — sem a. 
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Relación entre Га votangente y la cosecante у la tangente y la secante. 
De la igualdad sena + costa = 1. dividiendo por sen? a, tenemos: 


sena + costa 1 


ser? a seña” 
8 а елми, ойла — 1 
T seña ! sea seña" 


.. Eht a= Gha; 
Si dividimos la igualdad senta + costa = 1 por cosa: 


ѕет a costa — 1 
cos a | cta 
sema | сода. 1 
T z tas a сота ara” 


тата + 1 = secta , 


398. DADA UNA FUNCION TRIGONOMETRICA DE UN ANGULO, 
CALCULAR LAS RESTANTES. 


L Dado el seno obtener todas las demás. 


а) coseno. 
зеп? a + cos a —1 
cos а = 1 — sen? a 
vicos a = УЛ — sen“ a 
cos а = y1 — sema. 
b) tangente. 
зана 
^ cosa 


pero: cosa = ¥1 — ser? a. 


40 tana — 


c) cotangente, 


RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
d) secante 


e) cosecante- 


esc а= 
sena 


TI - Obtener todas las funciones trigonométricas en función del coseno . 


a) seno 
senta + cost a = 1 
senta = 1 — cos? а 
Verê a = yi cof a 
.. sen a= Vl сова - 
b) tangente. 
tan a = PL 
cos a 
pero: sen a= V/1— cos! a. 
** tana — Уі оға 
с) cotangente. 
4) secante. 
id: 
e) cosecante. 
dae 4 
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pero: sena = V1 — cos? a. 


ЦІ, En función de la tangente, 


a) seno. 
sena کے‎ 
tana = ro cos a = VÍ — sen? а. 
Gras v 
y a 5 sen* 
20 fan ë = — 5 Z = EE 
V1 — sen? a 1— sena 
tan? a (1 — sen? a) = senta 
tana — tanta - ѕеп? а = sema 
tanta = s а + lan? a - sema 
tant a = sen? а (1 + tan? a). 
й зеп? а = jente 
Z 2 “14 tn: a ` 
š tana 
.. sen а = = === 
Vi -+ tam & 
b) coseno. 


sena مر‎ 
tana ts pero sena = \/1 — cos а. 


G ama VER MESE at 
cos a 
Гап? а ` cos? а = 1 — соў a 
tanta» cos! a+ co? a = 1 
cos? a(tan? a + 1) = 1 


1 
1 + tan: a ` 


“ cos а = 


€) cotangente. 


cot a= ——, 
tana 
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d) secante. 
sec a = 1 
sa 
m sn 
V1 + tan? а 
E 1 
Vener ap D 
Vi + tan? a 


Js seca = yl + tan? 


€) cosecante. 


М1 + гап? a 
А LM + tan? 
LEE LI EE d 


IV. En función de la cotangente. 


а) seno. 
t ыыр a 
мин 
cos a = V'1 — sen" a. 
1— ser? 2 1— sena 
29 кока бое 2 . ota rm 
cot? a: sena = 1 — sen* а 
cot? a - зеп? a + sei? a = 1 
5 1 
зеп? а (со? a 4-1) —1; Зо, AA T E 


1 


1. sena= 
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b) coseno. 
cola 96€ 
sena 
pero: sen а = \/1 — соз? a. 
3 к соз a . 
EET p meri rr 4.0 coña 
cot? a (1 — cos а) = cos? а 
со a — cot a ` соз? a = cos? a 
cot? а = cos? а + со? a - соѕ а 
сої? a = cos? a(1 + cof a). 
. со a. 
A 
B cota 
cosa — 
VA + eot? a 
с) tangente, 
1 
шинж 
d) secante, 
ѕес а = 1 
cos a 
pero: E col a 
° Vi + cotf a 
5 1 
y. вес а = áo 
М1 + cof? а 
Мов 
. seca MEER D 
cot a 
€) cosecante, 
1 
ese a= 
sena 
1 
pero sena = š 
VIF cof a 
pee TL. 
Se .سمي‎ 
VÍ + cof a 


ese a = VI + со а. 
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V. En función de la secante. 
а) seno. 


= £ 
RUE ы: 


1 


—a: sect а (1 — sent a) = 1. 


4. а= 


sec а — sect а - senta = 1 
— sec! а 3 sena = 1 — se а 


secta + sena = se a — 1. 


eta ER Би 
sec a 
b) coseno. 
P Иа 
cos а 
V. 5900 a 7-008 ас 1; бара d. 
sec a 
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pero: гапа = үес a — 1. 


Мзес a—1. 


€) cosecante. 


esc а= i —— 
sena sect 


УІ. En función de la cosecante. 


a) seno. 
1 
csc а= z сѕс a · sena = 1; 
1 
`^ sna 
esca 
b) coseno. 
1 
csc а = 
sena 


pero: sena = ү1 — œs a. 


1 1 
сѕс a = cs а = 
š М1 — cos? = 1— cos a 
1 1 
20 macie a; a. ide 
© ә о esc? a—1 
^ cfa=1 жа? cos? а = PS 
аас У a—i 
ыл бє 
€) tangente. 
ma 272 
cos а 
1 
pero: sena == 
М е а—1ї 
у ES esc а 
UM کے‎ 
tana = Dn 5 2 tan a : 
.. - Г. шата = ——— 
Vest а —1” Ves а — 1 
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d) cotangente. 
1 
cot a — 
tana 
то: lana — i 
ү Vase a—1 
-—— 
VENTES i cot a = vesc? a — 1. 
a 
€) secante. 
399. RESUMEN. 


tana 1 rz 
V1 гапга | VI + eo a| “са 


7 

— = 
VIH ат a sea 

EE Tana MEX ес а — 


400. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS. Son igualdades que se 
cumplen para cualesquiera valores del ángulo que aparece en la igualdad. 

Existen varios métodos para probar identidades trigonométricas, algunas 
muy interesantes, pero vamos a explicar el que nos parece más sencillo 
para el alumno: 
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“Se expresan todos los términos de la igualdad en función del seno y 
coseno y se efectúan las operaciones indicadas., consiguiéndose asi la identi- 
dad de ambos miembros”. 

Ejemplo. Demostrar que: 


сѕс а - sec a = cot a + tana; 


1 1 = AAA 

sena cosa sena ' cosa” 

1 — Costa + sea 

sena cosa sena соза” 
1 1 


sena cosa sena cosa ` 


401. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS. Son aquellas en las cuales 
la incógnita aparece como ángulo de funciones trigonométricas. 

No existe un método general para resolver una ecuación trigonométrica. 
Generalmente se transforma toda la ecuación de manera que quede expresada 
una sola función trigonométrica y entonces se resuelve como una ecuación 
algebraica cualquiera. 

La única diferencia es que la incógnita es una función trigonométrica, 
en vez de ser z, y 0 z. 

Como a veces hay que elevar al cuadrado o multiplicar por un factor, 
se introducen soluciones extrañas. Por ésto, hay que comprobar las obtenidas 
en la ecuación dada. Por ejemplo, si estamos resolviendo una ecuación cuya 
incógnita es sen a y obtenemos para ella los valores — 1 y 2, tenemos que 
despreciar el valor 2, porque el seno de un ángulo no puede valer más de 1. 

Resuelta la ecuación algebraicamente, queda por resolver la parte trigo- 
nométrica; es decir, conociendo el valor de la función trigonométrica de un 
ángulo determinar cuál es ese ángulo. 

Recordemos que las funciones trigonométricas repiten sus valores en los 
cuatro cuadrantes, siendo positivas en dos de ellos y negativas en los otros 
dos, es decir, que hay dos ángulos para los cuales una función trigonométrica 
tiene el mismo valor y signo. 

Además, como las funciones trigonométricas de ángulos que se diferen- 
cían en un número exacto de vueltas, son iguales, será necesario añadir a las 
soluciones obtenidas, un múltiplo cualquiera de 360%, es decir, n - 360°. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación: 
3 + 3 cos x = 2 sen? x. 
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Expresando el seno en función del coseno: 
3 + 3 cos x = 2(1— cos? x) 
3 + 3 cosx = 2 — 2 cos? x 
2 соз? x -3cosx+ 3—2=0 
2cos*x--3cosx--1— 0. 


Considerando cos x como incógnita y aplicando la fórmula de la ecuación 
de segundo grado resulta: 


—3+ V/3:1—4X2X1 3+y9-8_—3+yT_—3+1 
Е + A 


2x2 


Las soluciones son: 


Para х=... х = 190? +n . 360°, 


Рага cos x — —1 .... x = 180° =n - 360°, 


Ejempla 2, Resolver la ecuación sen x 4 1 = cos x. 
Expresando el coseno en función del seno, resulta: 


senx+ 1 = V1 — sen? x 
(зеп х + 1)? = [VT — sen? x]? 
зеп? х + 2 зеп x + 1 = 1 — sen? x 
sen? x + sen? x + 2 sen x + 1 —1 =0 
2 sen? x +2 sen x = 0 
зеп? x + senx =0 
sen x (sen x + 1) = 0. 
Las dos soluciones son: senx—0; 


Para -sen x= Q .... 
Para senx=—1 


1) 1 


senx-g. 


cot xc уЗ, sec x= 23. 
сс x = 2. 
ү. 23 
2) PAZ Rz sen x = 26, nx = 2 
cot х Мб, seca — 5 
esc x E 
3) ших-3. R.: smx—2, ax x=. 
4 5 
ой х=; сх-02- 
esc x 5 
=3- 
29 
Жу potione qs R.: sen x = E, cos x= YB. 
anx = , seo x= А 
EE 
مو‎ ==. 
5) зесх= z^. — Rz sen x = LX, оӊ = ЗҮЙ. 
3 5 
fanx —5, cot X—5 
esc x=. 
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EJERCICIOS 


Calcular las ot*as funciones, sabiendo: 
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6) exc MI. 


Probar las siguientes identidades 


sec x (1 — ser? x) = 005 x. 


16) tanz: cosz ` csc z=1. 


17) senx- sec x = tan x. 
18) fanx—senx _ зєсх 
sen? x 714 cos x ` 
19) > — sec y — tan 
sec y + tan y y y 
20) tan x + cot x 3 
senx cos x 
21) csc x E 
tan x + cot x — 


GEOMETRIA (BALDOR) — 12. 
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22) 1—9 seni j HEEE 
23) E = sec x — eos x. 
Чу E <a 


(sec x — tan х)? 
25) оов х = (1 + ѕепх) (1 — sen x). 
26) (1— sem x) (1 + tan? x) = 1. 


зеп х | соз x _ sec x + csc x 
зеп х — соз x Sec x— Csc x ` 


28) sen*x - cos х + œs x =1— 


27) 


1 
ex^ 
29) tanx + tan y = tan x tan y (cot x + cot y). 


30) 2sen*x-L cos x = 1 -+ sen? x. 
31) tany+cot у= sec y - сс y. 
32) 1-4-tam?x— sec х ` cos x. 
33) tan*x ` cot x = sen? x + cos? x. 


34) 1-2 зеп х сов х = sen x cos x (1 + cot x) (1 + tanx). 
35) 
36) 2ianx-p1- 29 X-FPsenx 


37) З ѕеп х oos x= 3 sen x cot x. 


38) senx-+ cos x = cos x (1 + tan x). 


cos*x + 2 senx 

2 = 
39) 2tanx- cos x x B 
40) muy оох сойх ` cot x. 


41) senxsecxcot x = 1. 


42) tan*x csc x cot? x sen* х = 1. 
43) 


44) сох (1 + tan? x) = esc? х. 


45) 


47) 


5%) 


55) 


RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


tanx + сой х. secx 
danx—cotx Тат? x-i 
I EE cot x — lan x 


Tan x + cot x ` 


tan х со! x 
p ur eus 6З АНЫ 


2 sen? z — 1 = ѕепі z — cos! z. 
1 1 


O сек PP 

: -—-——— 
ТЕ тату doux у. 
sec d + tan d = =, 


lanx (005° х — sen:x) | senî x 4 cos! x 
1— гат x sen x + cos x ` 


tant x — sect x = 1 — 2 sec? x. 
(1 — ser? В) (1 + tan? В) = sen В sec В cot В. 
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(sen Ө + cos 0)? + (sen 8 — cos Ө)? = 2 (tan°0 согд + cor. sen). 


Resolver las siguientes ecuaciones. Las soluciones se dan para ángulos 


menores 
56) 
57) 
58) 
59) 
60) 
61) 
62) 
63) 
6%) 
65) 
66) 


67) 
68) 


de 360°, 

sen x = sen 80°. R: 809. 

cos (40? — x) — cos x. В: 90°. 

cos y = cos (60° — у). В: 309. 

lan x = tan (3-2) . R: 309. 

cos x -- 2 sen x — 9. В: 909. 36° 59". 
2senx-1. R: 808; 150^: 

2 cos x = cot x. R: 30°, 150°. 

сс X = sec x. В: 45°, 225%, 
2cosx - tanx —1 — 0. В: 809, 150°. 

4 cos? x = 3 — 4 cos x. В: 609, 3009. 

es = Sos. В: 30%, 150°, 90°. 
3 cos? x + sem? x = 3. R: 0°, 180°, 3609, 
2 senê x + sen x = 0. R: 0°. 1809, 2109, 


69) 
70) 
71) 
72) 
73) 
74) 
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cos x + 2 зеп? x = 1. 
cos x= V3 sen x. 
М sen x= 3 cos x. 
tan? x -- 3 = 9 sec! x. 
сэс? x = 9 cot? x. 

sen x — cos x. 


Baz 0°, 360%, 120%, 240°. 
30°, 1509, 210%, 330°. 
60°, 120%, 2409, 300°. 
45°, 135°, 2259, 315°. 
45°, 135°, 995°, 315°, 
Re 46°, 9959. 


+02 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA DE DOS АМ 
GULOS. Sean ¿XOC= ¿a y ZCOD = Zb, dos ángulos cuya suma es 
&ХОС + ZCOD— ¿XOD= ¿a+ zb. 


Por un punto cualquiera de OC, tracemos CM 1 OX y CD 1 OC. 
Por el punto D tracemos DN £ OX y por el punto С, tracemos CH 1 DN. 
Consideremos los triángulos AOCM, ACDH y AOCD. 

En AOCM y ACDH: ¿CDH = / МОС =a- 
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Cálculo de sen (a+ b). En la fi- 

gura 325. tenemos: 
ND 
OD 
Pero: ND=NH 4 HD (2) s 
(el todo es igual a ta suma de las 

partes). 


y М=МС Ш ee 
(lados opuestos de um rectángulo). 


sen (a+ b) = (1) 


Sustituyendo (3) en (2; 
ND—MC4-HD (4! 


Sustituyendo (4+) en (1), tenemos: Fig. 325 
sen (a+ b) = MC-FHD _ MC HD. 


OD OD ' OD 
Multiplicando el numerador y denominador de la primera fracción por OC 
y el numerador y denominador de la segunda por CD. tenemos: 


MC 0с, HD CD 


a+b) = =. 5 
мане Op CD OD $ 
Pero. LA ED ХЭВТЭН 
Oc — эро 
ШОС 2 сийг OD mb 
OD OD 
Sustituyendo estos valores en (3), tenemos: 
Sen (a hib) = sen aonb + cos. a-sén b; 
Cálculo de cos (a 4 bj 
ON 
1 Ы ===. 1) 
cos (а + b) 0р (1) 
Pero: OM = ON + MN El todo:es-igual'à la suma dé las partes, 
ON = ОМ — MN (2) 'Despejandó ON. 


Y como: MN — HC. (31 Lados opuestos de un rectángulo; 
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sustituyendo (3) en (2), tenemos: 
ON — OM — HC. (4) 
Sustituyendo (+) en (1). tenemos: 
ОМ--НС _ OM HC 
b)— = ——. 
oe дшн OD OD OD 


Multiplicando el numerador y denominador de la primera fracción por OC 
y el numerador y denominador de la segunda por CD, tenemos: 


contas, вуча ШИ DC BE «тап gy 


OC OD CD OD 
Pero: НС sena, ЭМ оа 
CD 0с 
—=senb, ==cosb. 
OD deb. S. 


Sustituyendo estos valores en (5). tenemos: 
cos (a + b) = cos a cos b — sen a: sen b 
Cálculo-de tan (a + b) 


sen (a+b) _ sena cos b+ sen b cos a 
cos (a4 b) cosa cos b — sena senb ` 


tan (a + b) 


Dividiendo numerador y denominador por cosa cos b, tenemos: 


sena cos b +- sen b cosa 


Зе cos a cos b 
МАД ЫГ = pravi Bb нв Ran ! 
cos a cos b 
sena cosb | sen b cos a 
EA cos a cos b 


cosa cosb sena senb ` 
cosa cosb cosa cos b 


sena , senb 
cosa ' cosb 

sena senb 
С соз a cos b 


simplificando: tan (a + b) = (1) 
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sena senb 
Pero: osa Ma, (2) osb mb. (3) 
Sustituyendo (2) y (3), en (1). tenemos: 


tana + tan b 


tan (a+ b) SiN ak 
Cálculo de сог (a +b). 


— 995 (a+b) | cosa œsb— sena senb 
дыра) sen (a+b) sena cos b + sen b cos a ` 


Dividiendo numerdor y denominador por sen а sen b, tenemos: 


cos a cos b — sen a sen b 
sena senb 

ex, Qi bus sena cos b + sen b cosa ` 
sena senb 


cosa osb ү 
2 NT 
senb sena 


cosa 
sena 


pero: = cota, (2) os ох b. (3) 


Sustituyendo, (2) y (3) en (1), tenemos: 


_ 60 a - cot b—1 


cot a + cot b 


eot (a+b 


403. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LA DIFERENCIA DE 
DOS ANGULOS, Si en las fórmulas anteriores suponemos el ángulo b ne- 
gativo, tendremos: 


Cálculo de sen (a — b). 


sen [a + (—b)] = sena cos (— b) + sen (— b) cos a. (1) 
Pero: cos (— b) —cosb, (2) у  sen(—b) —— senb. (3) 
Sustituyendo (2) y (3) en (1). tenemos: 


зеп (a — b) — sen а eos b — sen b cos a. 
Cálculo de cos (a — b). 


cos [а + (—b)] = cosa - cos (— b) — sena sen (—b). (1) 
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Pero: cos (— b) — cos b, (2) y sen(—b)=—senb. (3) 
Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos: 
cos (а — b) = cos a cos b -p sena sen b. 
Cálculo de tan (a — b). 


tana + tan (— b) 
— tana ` tan (— b) ` 


tan [a+ (—5)] =+ (1) 


Pero: tan (— b) — — tan b. (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
tan a — tan b. 


MS LOTO E 
Cálculo de cot (a — b). 


cota ` cot (—b) —1 
cot a + cot (— b) 


Pero: cot (— b) — — cot b. (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


cot [a + (—5)] = 


— cot a: cot b—1 
cot S SSC; y =< НЫША, 
y cambiando de signos numerador y denominador: 
cota: cot b + 1 
sot (M) (5 xod b — oor ac 1 


404 SECANTE Y COSECANTE DE LA SUMA Y DE LA DIFEREN- 
CIA DE DOS ARCOS Aunque es posible deducir fórmulas para estos valo- 
res, debido a su complejidad es preferible usar las siguientes relaciones: 


1 1 
sec (a + b) = MER? esc QEDE 
405 RESUMEN DE FORMULAS 
sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a 
cos (az b) = cos a cos b x sena sen 


tana + tan b 


se a E TES CIT 
= 
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cota: cout b = 1 
cot b = cot a 


cot (a = b) = 
1 

sec (ace b) таву" 
C WT e анан 

sen (a = b) ` 


Ejemplos. Sabiendo que sena E y ъ=, calcular las fun- 


ciones trigonométricas de (a + b). 


EY FE. 


E 
| 
ES 
e 
e 
2 
| 
К 


Sustituyendo estos valores en las fórmulas, resulta: 


— aj Es 
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nad bep E, sen (ab) = VELLE, 
cos (a= ym ME > уу. s= № =. 
e EE ES T Lem cos а ت‎ 
EET р A 
A AA E тї 

em uc 3 

34 V8 34 v3. —9+6М3+3_ 
tan (a + b) $c, RT s 
LE E 


8-3 3—y3 9-6у3-3 
B ЗЧ уЗ. 3— уЗ 9—3 EU 


z А 
tan (a = b) ` 


tan (a 


601 (a = b) = 


M E 
PU ЄГЧ ОЙ И =. айй 


: 3 60d .24y35 24y3 _ 
бо (a — b) 3-98 vU Paesi Ч =2 + v3. 
` 1 1 4 
“pas E WIR 
4*4 


— 4 YOR VD VES) 
а" VELVET aegra 


LES _ VE 
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ос цанын Мү «ув v5 _ 
Vetva үбү 6—9 


_ 406—9) 
БЕ * 


LEE 


1 4 
зеп (а=) V6 =+ v2 


: 4. 2му6-у8 406—9) _ 
AAA a =ч 


=”, Gau E. v UT 
b) 6—6 d = v6-+ v> 


EJERCICIOS 


esc (a = b) = 


csc (a 


Calcular aplicando las fórmulas de las funciones trigonométricas de la 
suma y diferencia de ángulos y los valores de las funciones trigonométricas 
de los ángulos notables (30^, 45°, 607), las funciones trigonométricas de los 
ángulos siguientes: 

(1) 105°. R: sen 10591 (24-6) . 
cos 105° = + (VE — V6) . 
tan 105° = — (2 + уЗ). 
cot 105? = /3— 2. 
sec 105? = — (ү + 6). 
cse 105° = V — vV. 


(2) 75% R: sen 15° = : (V+ VD): 
eos 759 =7 1 (6—9). 


tan 759 = 9 + V5. 
cot 759 — 9 — V3. 
sec 75° = V6 + VĒ. 
esc 75° = V/6 — V. 
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(3) 15°. R.: sen 15? -i (v/6— v2). 
cos 15° =š (V6+ V3). 
tan15° = 9 — уЗ. 
cot 159 — 2 + V3. 
sec 15° = V6 — VŽ. 
cse 15? = \/6 + ү. 
Calcular las funciones trigonométricas de los ángulos (a + b). sabiendo: 


(4) sena=1 Y зет کے‎ 
R: sen a+ e И. sen (ab = VB, 
ёл (ae) = YE. aaa SE. 
tan ía +b) = E ип (a b) = . 
со! arb) =f. cot (a — b) — 18. 
sec aro = YB. sec (a— b) = NE. 
esc (a + b) = sy. esc (a— b) = 5\/13. 
(5) сога = YH у cos b = SVET, 
R.: sen (a+b) = YA senta) a 22102901. 
tan (a + b) = 50. tan (a—b) = — 19. 
sec (a + b) = V/9501. sec a. YT 
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2V5 y cs b=. 


(6) sena = —$— 


R: sen (a + b) = SVO. sen (а — t) = М, 
cos (a=b) =— VIO cos (a ву. 
tan (a + b) = — 3. tan (a —b) =$. 
sec (a + b) = — y10. sec (ab) =M. 
esc (a+) = МО. ese (a — b) = y10. 


1 1 
(7) (апа== у œt ъ=. 


Rs sen (a+ b) = — - sen (а) =—# - 
cos (wp pa e a ss: cos (ab) = YE. 
tan (a4. ==. ип (a —b) =. 
cot a+b) =A. cor (a—b) = 56. 
sec +) = у. sec ap) YE. 
esc a+ VE. вс (a—b) = YE, 

Simplificar: 
(8) зеп (a + b) соз a— cos (a + b) sena. Re sen b. 
(9) cos (а — b) sena — sen (a — b) cos a. R: sen b. 
(10) (sena + зеп B)* + (cos a — cos В)? + 2 cos (a + В). R: $, 
(11) (sen a — sen В)? + 2 sen a sen В. R: senta + зеп? В. 


(12) (sen а — sen B)?+ (cos a + cos B)* —2 cos (a — f). 
R: 2—4 sen a sen В. 


Demostrar las siguientes identidades: 
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(13) cos (a 445) - sen (a 45?) =$ (200 a — 1). 

(14) соз (x + y) cos y + sen (x+ y) sen у = cos x. 

(15) cos (х — 30°) - sen (x + 30°) = + sen x eos x. 


(16) sen (x- y) sen (x — y) = eos y — cos? x. 
(17) cos (a + b) . cos (a — b) = cos? a + cos b—1 


355 


) 
Jn 


Funciones trigonométricas del ángulo duplo 


;. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DUPLO 
Cálculo de sen 23. Si en la igualdad: 
sen (a + b) = sena cos b + sen b cos a, 


hacemos b — a, resulta: 
sen (a + a) = sena cos a +- sena cos a. 
sen 2a — 2 sena cosa 
Cálculo de соз 2a. Si en la igualdad: 


cos (a + b) = cos a cos b — sena sen b, 
356 
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hacemos b — a, resulta: 
cos (a+ а) = cos a cos a— sena sen a. 
005 2:a— cos? a — sen? a: 
Si se quiere cos! a en función solamente del coseno, se sustituye: 
sen? а = 1 — cos? а 
y resulta: cos 2 a = cos? a — (1— cos? a) 
= cos? a — 1 + cos? a 
cos 2a = 2 co? a — 1; 
Cálculo de ten 2 a, Si en la igualdad: 
__ tana+ tanb 
un Ai 


hacemos b — a, resulta: 
tan a + tan a 


кылыша Бк eia лата ` 
. 2Nna 
. tana 

1— tama 


407. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO TRIPLO 
Cálculo de зеп За. Si en la fórmula: 
sen (а + b) = sena cos b+ sen b cos a, 
hacemos b = 2а, resulta: 
sen (а + 2a) = sena cos 2а + sen2a cos a. 
sen З а = sen a (cos? a — sen? a) + (2 sena cos a) cos a 
= sena cos! a — sen? a + 9 sena cos? a. 
Y como: cos" a= 1 — sen? a, sustituyendo resulta: 
sen З а = sen a (1 — sen? a) — sen* a + 2 sen a (1 — sen? a) 
sen 3a = 3 sena — 4 sen? а, 
Cálculo de cos Ya, Si en la fórmula: 
cos (а + b) = cos a cos b — sen a sen b, 
hacemos b = 2 a, resulta: 
cos (a + 2a) = cos а cos2a — sen a sen 2 a. 
cos З а = cos а (cos? a — зеп? a) — sen а (2 sena cos a) 
= 005 a — cos a sen" a — 2 cos a sen?a. 
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Y sustituyendo sen?a = 1 — cos? a, tendremos: 


cos 3a — cos? a — cos a (1 — cost a) — 2 соз a (1 — cost a) 
сох a — cos a + cos! a — 2 cos a + 9. cost a 
cos За = + cos? a — 3 cos a. 


Cálculo de tan 3 а. Si en la fórmula: 
eeu Mi : tana + tanb 


— tana ` tanb * 
hacemos b= 2a, resulta: 


tan a + tan2a 


юу ама I— tana ` (ana ` 
2tana 


| Sustituyendo tan Maca resulta: 
2tana tan a — tam a + 9 tan a 
a SA Тата 
Тэрэ уд? Ziana 1— ¡anta —2 tan? a 
1 —tanta Т тапа 


lama 


408 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO MITAD 
Cálculo de senz. Si en la fórmula: 
cos 2a = 1 — 2 sent a, 
hacemos a = 3 , resulta: 


2x_ x 
cos 79- —1—2 sento. 


cos x — 1—2 sento 


y despejando зету: 
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Cálculo de cos Si en la fórmula: 
cos 2a = 9.cos* a — 1, 
hacemos а=, resulta: 


y despejando соё 5: 


Cálculo. de tan? De la fórmula: 


EJERCICIOS 


(1: Sabiendo que senq—$, calcular el seno. el coseno y la tangente 
del ángulo 2 q. 


Ra sen Sq 24, 
ex 4=, 


tanq =°. 
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(2) Sabiendo que sen pi 


g> calcular el seno, el coseno y la tangente 
del ángulo 3 г. 


Hz; sen3r— 1, 
cos 3 r.— 0, 
tan 3 r = no existe. 


(3) Si sens= 5 , calcular seno, el coseno y la tangente del ángulo 5 3 


s. / 15-4 VIT 
mi. 30 5 
"EE Hym 


(4) Si cos u=, calcular el seno, el coseno y la tangente de los án- 
gulos 2u y 3u. 


421 —9 v21 
R. = = 
sen2u > sen 3 u 195 — · 
—17 _—118 
соз 2u= 35 > боё 3 йа =—as 
_—4y21 _9y2i 
tan ZuE —_ fan3u—=—8 


(5) Calcular las funciones trigonométricas de los ángulos de 15° y 
de 22? 30". 


Hz sen 15° =} VB — V3. cot 159 =2 4V3 


cos 15° = VD + VE sec 15° =9 уб — VF, 
tan 15° = 9 — V3. esc 1592/24 VF 
sen 22° зо' —1 2-5. cot 22° 307 = VZ+ 1. 
cos 22° 30. = $ VÀ + VE sec 99? 30 = \/% — 213, 


tan 299 30' = 4/2 — 1. esc 289 ay — VÀ + 22. 
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(6) Demostrar: 
а) tanx sen2 х = 2 sen? x. 
b) cos 2a = cos a — sen' a. 
sen2y _ A 
Y ar TE 
2 
d) 71115177 ISk: 
AE 
14-co 2x | 
f) Баса 
co2x  14+tanx 
8! T—senŠx i—ianx' 
(7) Resolver las siguientes ecuaciones: 
a) senx = — sen 2x. R.: 180°. 
b) cos 9х = соб? х. R.: 0%, 180°, 360°. 
c) tanx=sen2x. Ra 45?,:135?, 925%, 315°. 


d) 3tanx=—tan2x. R.: 52° 14, 197? 46, 232° 14^, 307? 46'. 


409. TRANSFORMACION DE SUMAS Y DIFERENCIAS DE SENOS, 
COSENOS Y TANGENTES EN PRODUCTOS. Si a y b son dos ángulos 


y hacemos: 


a+b=A y a—b=B, 
al resolver el sistema: 


a+b=A 
a—b=B 


1 1 
Tenemos: a=7(A+B), b-g(A—B. 


Suma de senos. De las fórmulas: 
sen (a + b) = sena cos b + sen b соза; 
sen (a — b) = sena cos b — sen b cosa. 
Sumando (1) y (2), tenemos: 


sen (a + b) + sen (a — b) = 2 sen a cos b. 
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y sustituyendo los valores de a + b, a — b, a y b, resulta: 
sen A+ sen B = 2 sen g (À + B) cos (А — B). 
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Diferencia de senos, De las mismas fórmulas restamos (1) y (2): 


— sen (a — b) = — sena cos b + senb соза, 


y resulta: 
Sustituyendo: 


sen (a + b) = sena cos b + sen b cosa; 


sen (a + b) — sen (a — b) = 9 sen b cos a. 


sen A — sen B = 2 eng (A— B) cos $ (A + B). 


Suma de cosenos. De las fórmulas 


cos (a + b) = cos a cos b—sena senb; 


соз (a — b) = cos a cos b + sena senb, 


sumando (1) y (2): 


y sustituyendo: 


Diferencia 


cos (a + b) + cos (a — b) = 2 cos a cos b, 


cos A + cos В = 2 cos 3 (A + Br cos Ê (A — B). 


de senos, Еп las mismas fórmulas: 


cos (a + b) = cos a cos b — sena sen b ; 


cos (a — b) cos a cos b — sena senb. 
Al restar (1) y (2), tenemos: 

cos (a + b) — cos (a — b) = — 2 sena sen b. 
Sustituyendo: 


Suma de tangentes, 


se deduce: 


cos A — cos B=—2senz (A+ B) sen? (A— B). 


De la fórmula: 


senA , senB 


tan А + tan B — ro 


tan A+ tan B = 


lan А + tan B = 


sen A cos B+ sen В cos A 


cos A cos B 


sen (A+ B) 


cos A cos B 


(1) 
(2) 


(1) 
(2) 


(4) 
(2) 
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tan А — tan B = GA cordi 

зон —" sen А cos B — sen B cos A 
Г соѕ А соѕ В 
A AC nd ASD 


410. RESUMEN. 
sen A+ sen B = 2 sen (A + B) cos 1 (A — B). 


sen A —sen B = 2 sen (A — B) cos $ (А + B). 
cos A + eos B= $ eos 1 (A + B) cos 1 (A — B). 


iri i oos B—— 2 sen (A + B) sen (A — B). 


tan Ap tan B= SPA EBD 
sen (A — B) 


giras td arm a 


EJERCICIOS 


Transformar en producto: 


1) sen 35° + sen 25^. 
2) sen 35° — sen 95°. 
3j cos 5 x + cos 3 x. 
4) cos 8a-- cos а. : 2 cos 5a cos За. 


5) sen 4x — sen x. 


ШР 


R. 
a te 3 
6) ѕеп (45° + x) — sen (45? — x). R: VY sen x. 
7) cos 25% — соз 35°. R: sen 5°. 
8) cos x — cos ^x. А: 9зепдх sen? x. 
9) sen7 x 4- sen3 x. — — Ё: 9 sen 5 x cos 9 x. 


10) cos 40? + cos 20°. A: N/3 cos 10°. 


Ч 8 ен х cos x. 
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11) 


12) 
13) 


14) 
15) 
16) 
17) 


18) 
19) 
20) 


29) 


30) 
31) 
32) 
33) 
34) 


35) 
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sen 105? — sen 15°. 


cos 10% — cos 70°. 


cos (90? + a) — cos (90? — a). 


sen 90° — sen 30°. 
cos 50? — cos 40°. 
cos 60% — cos 30°. 


sen 75? — sen 15°. 


cos 75? + cos 15°. 
sen 40° + sen 20°. 
sen 75° + sen 15°. 
cos 5 x + cos x. 


cos 2 x — cos x. 


sen 2 x + sen З x. 


sen 7 x — sen9 x. 
sen Зх | sen 5 x. 
tan 20° + tan 50°. 


tan 30? + tan 60°. 
tan 50? — tan 95°. 
tan 45? — tan 15°. 


tan (45? — a) + tan (45? + a). 


sen 60? + cos 60°. 
cos 30? — sen 30°. 
sen 30? + cos 30%. 
cos 60? — sen 60°. 


tan 60? + cot 60°. 


LUE] E EE ER ШЕ ҮШ ЕН 


m 


В. 
В. 
Rs 
R: 
R: 
R.. 
R. 
R. 
R. 
В. 


г 2 sen 4x cos x. 
: sec 50°. 


43 


: tan 95° sec 50°. 


NE. 


o 
y sec 15°. 


: 2 sec Фа. 

: V cos 15°. 

: МЗ sen 15°. 

: У cos 15°. 

: a 15°. 


is 


Demostrar, transformando en producto, las siguientes igualdades: 


36) 


cos 50? — cos 40° 
cos 989 — cos 359 — Мы 


37) 


38) 
39) 


40) 
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зеп 35° — еп 95° _ __ 
cos 50% — cos 40° — 8” 


cos 75? — sen 15? = sen 75% — cos 15°. 
sen 60? + cos 60? = sen 30° + cos 30°. 
sen 35? — sen 95? | cos 40? + cos 20° 


cos 25° — cos 357 — sen 40° + sen 20° ` 


Simplificar transformando en producto 


1) 
2) 
3) 
4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


sen (30° + x) + sen (30° — x). 
sen (45° + x) — sen (45% — x). 
cos (45° + x) + cos (45? — x). 
cos (30% + x) — cos (30° — x). 


sen (a + B) + sen (a — В) 
cos (а + B) + cos (а — B) ` 


sen (а + B) —sen (a — В) 
sen (a + B) + sen (а — B) ` 


cos (a 4- B) — cos (a — B) 


хБВЭГ 


2 COS X. 
$ VI sen x. 
Э VE cos х. 


: — sen x. 


< tan a. 


: со! а tan В. 


cos (а + B) + cos (a — B)" 
cos (a + B) — cos (a — В) 
sen (a + B) —sen (a — B) ` 
sen (a+ B) + sen (a — В). 
eos (a + B) —cos (а — В) ` 
cos (a + B) + cos (a — B). 
sen (a + B) —sen (a — f) ` 


tan а tan В. 


г — tan a. 


: — eot В. 


. cot В. 


Espectro solar 


411. RESOLUCION DE TRIANGULOS. Si bien un triángulo consta 
de seis elementos: 3 ángulos y 3 lados, está perfectamente determinado si 
se conocen tres de ellos siempre que uno de los datos sea un lado, Resolver 
un triángulo consiste en calcular 3 de los elementos cuando se conocen los 
otros tres. 


419. TRIANGULOS RECTANGULOS. En el caso de los triángulos 
rectángulos, como tienen un ángulo recto, están determinados, es decir, se 
pueden resolver cuando se conocen dos de sus elementos siempre que uno 
sca un lado. Esto nos conduce a los siguientes casos de resolución de triángu- 


los rectángulos: 
1° Dados los dos cateto: 
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2" Dados un cateto y la hipotenusa, 

3° Dados un cateto y un ángulo agudo, 

4° Dados la hipotenusa y un ángulo 
agudo, 

Antes de resolver los triángulos 
véase más adelante (Cop, XXVIII) el 
manejo de las tablas de funcicnes tri- 
gonométricas naturales. (Fig 326 ), 


Primer сахор Dados los dos catetos, b 
Datos Fórmulas 
b= 50 m а= yb + с 


o 


c= бт tanB= > B A 
A = 909 € — 90° — B, Fig, 326 
Cálculo de a. 
a= AERE е = VEO SEI NUS 4096 = 6596 = 81.21 m. 
Cálculo de B. 


b SQ U 95. Ч с 
tan B= =8 =a 0.78125; 
Че E ul 
Cálculo de С. 
С = 90? — В = 90? — 38° = 59°, a 
Segundo caso, Dados un cateto y la b 
hipotenusa, (Fig 327 ), 
Datos Fórmulas 
a = 60 cm = ya— с 
= 28 ст sen С =S 5 c ^ 
a 
A= 90°, В=90°—С, Fig, 327 
Cálculo de b. 
b= үа c — yo — 98: — 4/3600 — 784 = y2816 = 53.06 cm, 
Cálculo de С. 
sen С = € —97? 49”, 
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Cálculo de B. 
c B = 90°—С = 90% —27%49' —62^11', 


Tercer caso: Dados un cateto y un 


ángulo agudo (Fig 328). 


a Datos Fórmulas 
b b=14m B 005—C 
C =3⁄° c =b tan G 
A=90", a= ` 
B A 
i Cálculo de B. 
Fig. 328 B = 90° —C = 90° — 37° 53°, 
Cálculo de €. 


€ = b tan C = 1.4 tan 37° = 1.4 X 0.75355= 1.06 m, 
Cálculo de a. 


с Cuarto caso: Dados la hipotenusa 
y un ángulo agudo (Fig. 329), 
Datos Fórmulas 
a = 20.1 km. В = 90° — С. 
а С: 38° 16'. b—a sen В; 
5 A = 90* c=asenC. 


"dlculo de B. 
B = 909—C = 90? —38?16' —51^44', 


B c A Cálculo. de b. 
b — a sen B — 90.1 sen 51° 44' = 
Fig. 329 = 90.1 X 0.78514 — 15.78. km. 
Cálculo de c. 


€ =a sen C= 20.1 sen 38° 16' = 20.1 X 0.61939 = 12.45 km 
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413. AREA DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS. Sabemos que 


el área de un triángulo viene dada por c 
la fórmula: 


Area = Ti X altura. 


En el triángulo rectángulo se pue- 


de tomar por base y altura los dos о b 


catetos (Fig, 330) 
Esta fórmula puede tomar las for- 


mas 
En el primer caso: 
B A 
А-1к Ё 
Fig. 330 
En el segundo caso: 
b=ya—e, A= be. 
c= уа: — bz. А-руж (с). 


A-jevE— 


A—ge VT c) (a— c). 


o también: 1 
Acgbvya—k,; 
A= VE FTE: 
En el tercer caso: 1 
A= be. 
3 
c=btnC. A= Ê b(b tan) . 


4d 
A =3P ran C 
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0 también: 1 
A= gian B. 
En el cuarto caso: * 1 
А = 5с. 
2 
b—asenB. A= basen Ba senC. 
c—asenC. A=fatsenB зеп С; 
рего: зеп В = соз С y зєпС--совВ. 
а A= a? senC cos C; (1) 
o A= ba? smB cos B; (2) 
pero: sen 2 B =2 sen B cos В y sen 2 C = 2 sen C cos С. 
sen 2 B= sen B cos B (3) y Esen C= sn G ex C. (4) 
Sustituyendo (3) en (2) y (4) en (1), tenemos: 
1 1 . 1 
А=за®- узеп®В; du A= ga sen 2B; 
y Аа: тэс. ^O a=Lesn9C. 


EJERCICIOS 


Resolver los siguientes triángulos rectángulos y hallar su área (A). Los 
números de los catetos e hipotenusas representan unidades de longitud cuales- 
quiera (metros, pulgadas, etc.) de la misma clase en cada ejercicio. 


1) b—50 e =40. R: а = 6401, B = 51? 90”, 
C — 38? 40", A — 1000. 

2) a=30, , b =2⁄. R: c = 1658, В = 56° 96”, 
С = 33° 34. А — 907.95. 

3) c—60, С=28° 30. R: b = 110.51, B = 61? 30', 


a — 195.74, А = 3315.30. 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


a=9:3, 


a=1755, 
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В = 62° 30. 
с = 18. 

c = 5:95. 

C = 40° 30. 
Ca 209. 

€,— 45. 

b 47. 

В = 65° 50". 
B:Z 3586: 

e = 40. 

b = 3.8 
B= 27? 20" 
С=29° 

c — 80. 

e = 6.2. 

B= 62°. 

С —97? 15'. 


: b = 3.55, 
97930 
: a = 92.81, 
В = 37° 57, 
2 b,=5,35, 
В = 45° 30, 
+ e = 95:69. 
В = 49? 30", 
: b = 8457, 
B = 70°, 
: a = 50.08, 
B = 96° 4', 
гс = 2.44, 
B = 62° 28”, 


: a = 100, 

В — 36? 59". 
: b 693, 

B — 48? 10', 
cC 24 989, 

c — 197.60, 
: В = 62? 45”, 


b = 156.02, 
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c = 1.84, 
А = 3 33.27. 
С 50257; 
А = 196. 
C — 44? 30', 
А = 14,04. 
а = 3945, 
А — 384.30. 
c — 30.79, 
А = 1301.95. 
С = 63° 56”, 
А = 495. 
С= 97° 32, 
A= 5.73. 
a — 109.75, 
A — 2256.52, 
b — 26.78, 
А — 458.87. 
539 8', 
A= 600. 
C= 71° 13'. 
А = 921.99. 
а = 4.35, 
А = 3.87. 
c = 97.97, 
A — 705.89. 
С = 53? 8', 
А = 9400. 
С= 41° 50" 
А = 91.48. 
а = 971.99, 
А = 15312. 


с = 8036, 
А — 6268.88. 


372 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
414. RESOLUCION GENERAL DE TRIANGULOS OBLICUANGU- 


LOS. Para la resolución de triángulos oblicuángulos se puede aplicar la 
ley de los senos, la ley de los cosenos y la ley de las tangentes, como vere- 
mos a continuación. 


415. LEY DE LOS SENOS. “Los lados de un triángulo son proporciona- 
les а los senos de los ángulos opuestos”. 


gulo. Sea ABC (Fig. 331) un triángu- 


lo acutángulo. 
c Tracemos las alturas CD y AE. 
Q En el AACD: , 2 ena; 
р s CD—bsmA. (1) 
£ =D a 
a P 2 в Enel ABCD: = snB; 
Fig. 331 40 CD=asmB. (2) 
Comparando (1) y (2), tenemos: 
= i . 8. y 
Ъ зеп А —asenB; 055 ТАЛ > (8) 
AE S 
En el AACE: S= sen C; 2. AE=bsenC. (4) 
AE š 
Enel ЛАВЕ: “==зепВ; 2. ЖЁ=<сзепВ. (5) 


Comparando (4) y (5), tenemos: 
E DM scm (6) 
Comparando (3) y (6), tenemos: 


ta hee 
senA зепВ  senC^ 
Segundo caso: El triángulo es obtusángulo, Sea ДАВС (Fig. 332) un 
triángulo obtusángulo. 
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Tracemos las alturas CD y AE. 


En el ACDB: DB; 2. CD=asenB. (1) 


En el ACDA: CD = sen (180 —A) = sena; 2. CD=bsmA. (9) 
Comparando (1) y (2): 


аѕеп В = bsenA; 
^ کک‎ = (3) 


= sen B: Fig. 332 

22) AE =esenB,, (5) 
Comparando (4) y (5), tenemos: 
b sen C = csenB ; 


bio 
senB senC 


(6) 


Comparando (3) y (6), tenemos: 
m me E 
senA  senB  senC^ 
416. LEY DEL COSENO. "El 
cuadrado de un lado de un triángulo es 
igual a la suma de los cuadrados de los 
otros dos lados, menos el duplo del pro- A P z с 
ducto de dichos lados, рог el coseno del 
ángulo que forman". Fig. 333 
Para la demostración consideremos dos casos: 
Primer caso: El triángulo es acutángulo. Sea ABC (Fig. 333) um trián- 
gulo acutángulo. 


Tracemos la altura BD. 


GEOMETRIA (BALDOR) — 13. 
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Por el teorema generalizado de Pitágoras, tenemos: 


а= + 2 —9b AD . (1) 
Pero: AD ых, 2. AD=co0sA. (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


а? = b? + c? — 2bc cos A 


Análogamente, se demues- 
tra: 


b? = а? + c? — Dac cos B; 
c = a? + b: — Dab cos C. 


Segundo caso: E] trian. 
gulo ex obtusángulo. Sea 
ABC (Fig. 334) un trián- 


gulo obtusángulo, 
Fig. 334 Tracemos la altura BD, 


prolongando AC. Sea / А > 90°. 
Por el teorema generalizado de Pitágoras, tenemos: 
а= + e + Ар. (1) 


Рего: = cos (180 — А) = — eos A; 2. ¡AD=—ecosA. (9) 


e 


Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
а? = b c--2b(—ccosA) ; 
а? = b? + c: — 2bc cos A. 


417. LEY DE LAS TANGENTES. “En todo triángulo oblicuángulo, la 
diferencia de dos de sus lados es a su suma como la tangente de la mitad de 
la diferencia de los ángulos opuestos a esos lados es a la tangente de la mitad 
de la suma de dichos ángulos”. 


DEMOSTRACIÓN: 
a b 
AT =s: Ley de los senos 
a senA 


Trasponiendo; 
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sen А 
a+b  senA-FsenB 
ae sen А 2) 


Dividiendo (1) por (2), tenemos: 


b senA—senB 
EN sen А И 
^ sen А + sen В” 
i sen А 


a—b _ sen А — sen В 
a+b sen A + sen В 


Transformando en producto: 


a—p_ 250" (A—B) os 7 (A + B) 


a+b 


2 sen (A+ B) cos $ (A—B) ч 


ordenando y simplificando: 


зеп} (A — B) cos 5 (A +B) 


CENA 
ATU cos (А В) sen (A + B) 
espa has: : ^ 
ap *MEAB) cs p (AE B) 
EE cos $ (A — B) sen 5 (A+B) 
Pero: 1 
seng (А — В) 1 
= tan (A—B) ; 
es 1 (AB) 
T 1 
cos 5 (A - B) 1 
= cot $ (A+B) 
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Propiedad de las 
proporciones 


(3) 


(4) 


(5) 
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Sustituyendo (4) y (5) en (3), tenemos: 


a—b 1 1 
^ p ang (А — В) cot ; (А +B). (6) 
Y como: 1 n 
cot S (А+ B) =—r (7) 
tan = (А + В) 
2 
Sustituyendo (7) en (6), tenemos: 
a—b 1 1 
suns (А8) + —— Хан, 
astb 2 tan (A + B) 
1 
tan; (A—B) 
tan: (A +B) й 


418. EJEMPLOS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUAN- 
GULOS. Primer caso: Conocidos los tres lados. 

Ejemplo. Resolver el triángulo cuyos datos son: 

a= 34, b= 40, e= 98. 

Se apliça la ley del coseno. 

Cálculo de A- 

a? = b? + c — 9be cos А. 

Despejando cos A: 


| eoa 
шшде: SEES Ua 
40:-L98'—— 34? 1600 +784— 1156 307 
cos A= 35040 X 28 2240 um et. 
А = 56345. 
Cálculo de В. 
Análogamentes MT 
loce е 
34° + 28* — 40° 1156 + 784 — 1600 340 
= zm $ " 8 
ex В 3X 34 x 28 1904 1 


B= 79°43, 
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Cálculo de С. 
Análogamente: © “be 
O RS 
34: + 40° — 28° 1156--1600— 784 1972 
AS 2720 = 
С = 43° 32". 
Es decir: A= 569 45 
B= 79? 43 
C = 449 3% 
А + B + C = 178? 120' = 180°. 
EJERCICIOS 
Resolver los siguientes triángulos oblicuángulos. 
1) R: A=101° 10, 
В = 97° 50, 
C81". 

9) a= 5.312, R.: А = 23° 40, 
b = 10.913, B= 450 32, 
gia С = 100? 47" 

R: A = 48° 95”, 
B = 70° 32", 
G=61°7. 

Ri RE 655 149. 
В = 50° 18”. 
C= 60° 31”. 

R; А = 63° 20. 
В = 75° 47, 
С = 40? 57. 

R.: А = 39°, 
B797, 

С = 69°. 


R: A= 59° 1#', 
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b— 40, B = 103° 37", 
c — 16.79. C= 94° 5, 

8) а= 98, R: А = 53° 30", 
hM. e B=77°30, 
€ = 96.3, C=49°. 

9) a—13, R: À-53?8, 
b=4, B = 14° 15, 
€c:15. C= 1129 37’. 

10) a= 10:59, R.: А = 30° 40", 
b= 14.77, В = 45? 20". 
c = 20.15. C= 104°. 


419. SEGUNDO CASO. Resolver un triángulo conocidos dos lados y el 
ángulo comprendido. 


Ejemplo. Resolver el triángulo cuyos datos son: 


А = 68° 185 b= 6; e 10. 
Datos Fórmulas 
A = 68° 18, а = wb: + c — ¿bc cos А, 
a + بت‎ 
b —6, cos B — Sen 
а + bê 
< = 10. вм С= Б 
Cálculo de a. 


а = Vb c — 2Ьс cos А = \/6* + 10: — 2 x 6 X 10 cos 68° 18; 
a = \/36 + 100 — 120 X 0.36975 = V136 — 4437 = 91.63. 


БЭР: 
Cálculo de B. 
atteb  957--10—6' 91634-100—36 
Ej. Зас 295710 — 1914 ; 
19163— 36 _ 155.63 
==29555—90 DO „шү: 
ыла 1914 18148 32 


B= 35° 36. 
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Cálculo de C. 
mc SEE 95714 6% 10 _ 91.634 36—100 
Zab 2X 9.57 X6 12x957  ' 
_ 12763—100 _ 27.63 _ 
QU 155820 вене 
C= 76° 6. 
EJERCICIOS 


Resolver los siguientes triángulos oblicuángulos: 


1) a = 32.45, R: с = 33.19, 
b = 9791. А = 649 6, 
С = 66° 56". В = 48° 58'. 

2) b —50, R. a = 78.58, 
c — 66.6, В = 39° 13', 
А = 83? 96'. С= 57° 91". 

R.: b = 50, 
А = 59? 94, 
C = 99? 30. 
R: e = 70, 
A= 57° 7, 
В = 44925. 
R: а = 67.4, 
В — 39? 93', 
C — B1? 267. 
Ho b = 374, 
A — 34? 15, 
C — 104° 18. 
R: c = 1039.3, 
A = 78? 13', 
B — 37? 59". 
R.: а = 49.30, 
B = 45° 18', 


С = 105? 28', 
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9) a —11, R: А = 95959, 
b — 21, В = 56° 90', 
С = 97° 50. с = 25. 

10) b = 40, R; a = 50, 
с = 248, В = 52° 91”, 
A — 98° Y”, С = 99° 30. 


420. TERCER CASO: Dados un lado y dos ángulos. 


Datos Fórmulas 
A = 80925, АФВ С 180°; 
В = 35° 43, ¡Jefa pierdo 
¿=0 senA — senB sen C 
Cálculo de C. 


A--B--C-— 180°; 80° 25° + 35% 43 + C=180% 116° 8' + C = 180° 


C = 180? — 116? 8' = 63^ 52 


Cálculo de a. 
a OT. a 60 
senA  senC" sen 809 95' ^ sen 63° 52 ` 
Aor. 
0.98604 — 0.89777 ` 
2 60 x 0.98604 x 59.16240 65:88 
0.89777 0.89777 
Cálculo de b. 
ES 6. b 60 
senB — senC” sen 359 43' ` sen 63° 5% ` 
b 60 


0.58378 — 0.89777 ` 


E 60 X 0.58378 = 39.01. 
0.89777 
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EJERCICIOS 


Resolver los siguientes triángulos oblicuángulos: 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 
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a — 41, 

B = 27° 50", 
G= 519: 

a = 78.6, 

А = 83? 26', 
Вэ 385137. 
a = 1048, 

А = 63? 20', 
В = 75? 47", 
b = 50, 
AI, 
C = 78° 28”. 
b = 31.5; 

А = 48° 95, 
C = 61° y. 

c = 547.5, 

B = 41° 97”, 
С = 104° 18". 
Ь = 40/ _ 

В — 103° 37', 
С= 94? 5". 

b — 61.5, 

А = 99? 14, 
B — 45? 18'. 
e 15, 
€'2-119 37, 
A-5398. 

с = 948, 


2° 91”, 
С = 99° 30. 
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A b = 19.5, 
€ == 32.5, 
А = 101? 10'. 
CB ep. 
: b = 1136.8, 
c = 767.6, 
C 40053". 


B = 70932, 
a = 95, 
с = 99.95. 
b = 374, 
a — 318, 
A eM 157. 
a — 32.6, 
c — 16.8, 
А = 52? 18'. 
: a = 49.30, 
c — 83.44, 
С = 105° 28”, 
b = 4, 
а = 13, 
B — 14° 15'. 
а = 50, 
b = 40, 
А = 98°9'. 


AREA DE LOS TRIANGULOS OBLICUANGULOS Primer caso 
Dados los tres lados. Se emplea la fórmula de Herón, ya estudiada en Geometría. 
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Ejemplo. Hallar el área del triángulo cuyos lados son: a — 18, b — 96 
yes, 


b 
QST, p—a — 36 — 18 — 18; 
18 + 26 + 28 
po, p—b= 36 — 26 = 10; 
»=%=36; p—c=36—928=8. 


А, = Vp(p — a) (p— b) (p— c) = V36 X 18 x 10 X 8: 
A= V36 X 9X 2X 2X5X4X2—wy36 X9X4X5X4X2; 
A,= 6 X 3 X 9 X 2V5 X2= 72 /10— 72 X 3.162. 

S20 А, = 997.694. 


Segundo caso, Dados los lados y el ángulo comprendido. Si los lados 
son a y b y el ángulo comprendido C se utiliza la fórmula: 


A=jabsenG. 
Demostración. De la 
fórmula: 
B Aj (D 
ЦЭРЭГТ 
c a a 
h—asenC. (2) 
Sustituyendo (2) (1): 
Acc basen С. 
Fig. 335 


Análogamente se obtiene: 1 
Area — g be senA ; 


Area = Lac sen В. 


Ejemplo. Hallar el área del triángulo cuyos datos son: а= 7, b= 8 
y C= 30%. 
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= ga е, 
= g ab sen C — y X 7 X 8 sen 30 > 


A= x 56 X 0.5 = 28 X 0.5 — 14. 
JS Ab 
Tercer caso, Dados un lado y dos ángulos. De la fórmula anterior: 
A = gabsen C ; (1) 


y de la ley de los senos: 


se deduce, despejando b: 


5 A ZsenA 
Análogamente se obtiene:  EsenA sen . 
Lau IRE I 


— ©зєп A senB 
же 2зеп С 


Ejemplo, Hallar el área del triángulo cuyos datos son: А = 70°, B — 50? 
y с=50. 


_CsenA senB _ 50° sen 70° sen 509 — 


A, 2 sen С 2 sen 60° М 


^ 2500 х 0.93969 X 0.76604 1250 X 0.93969 >x 0.76604 
^ : 


2 х 0.86603 0.86603 * 
899.7575 _ 
A= TEGO = 1038.9. 


zx А, = 1038.9, 
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EJERCICIOS 


Hallar las áreas de los triángulos oblicuángulos de los ejercicios anteriores 
de este capítulo. 


RESPUESTAS 
EJERCICIOS EJERCICIOS EJERGICIOS 
(Dados dos lados 
(Dados los tres la- y el ángulo com- (Dados ип lado y 
dos) prendido) dos ángulos) 
1) 310.68 1) 405 1) 310.68 
2) 28.5 2) 1655 2) 1655 
3) 845 3) 493 3) 372000 
4) 2590 4) 1470 4) 1470 
5) 372000 5) 1660 5) 845 
6) 751 6) 5750 6) 57600 
7) 9662 7) 354900 7) 9662 
8) 359 8) 19581 8) 1258.1 
9) 24 9). 1943 9) 94 


20 


Logaritmos. Logaritmos de las funciones 
trigonométricas 


422 LOGARITMOS : Logaritmo de'un número es el exponente а que 
A e a 
Si la base es 10 los logaritmos se llaman vulgares, decimales o de Briggs. Son 
los más usados en la matemática elemental. 

Es decir: De las igualdades de la primera columna, se deducen las de 


la segunda columna; 


1 1 
10-:— — = —— = 0.001, resulta: log 0.001 =— 3 
10 1000 
10" n = ei " 
80 dr log 0.01 ——2 
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1 1 


wi d : F 
10-!1= 10-04) resulta: log 0.1=—1 
10° —1, ” bg1=0 
10 — 10, ” dog 10=1 
10:= 100, ” — log 100=2 
10° = 1000, " log 1000 — 3 
10* = 10000, " — log 10000—4 
10* = 100000 , » leg 100000 = 5 


y así sucesivamente. 


493. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS VULGARES. 1*) Los 
únicos. números cuyos logaritmos son números enteros, son las potencias de 10 
de exponente entero. 


Ejemplos: 
10—2 = 0.01 log 0.01 — —2 
10——04 log 01 =—1 
w log 1=0 
10! — 10 log 10=1 
102 = 100 log 100=2 
101—1000 ез log 1000 — 3. 


2*) El logaritmo de los números comprendidos entre 1 y 10, tienen sus loga- 
ritmos comprendidos entre O y 1 ya que log1 — 0 y log 10 — I. 


log 90.3010 — ......... log 8 = 0.9031 
log 4= 0.6001 ......... log 9 = 0.9542. 


Los nümeros comprendidos entre 100 y 1000 tienen su logaritmo com- 
prendido entre 2 y 3, ya que log 100 — 2 y log 1000 — 3. 

Análogamente, los números comprendidos entre 1000 y 10000, tienen su 
logaritmo entre 3 y 4, уа que log 1000 = 3 y log 10000 = 4. 


Ejemplos: 
log 200—92,300 | ......... log 2000 = 3.3010 
log 400— 2.6091. ......... log 4000 — 3.6021 
log 800 = 2.9031 ...... +. log 8000 = 3.9031. 


3°) Los números negativos no tienen logaritmo. El logaritmo de todo nú- 
mero que no sea una potencia de 10 de exponente entero consta de una parte 
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entera y una-parte decimal. La parte entera se llama característica y la par- 
te decimal тапа. 


Ejemplos: 
BESOIN rs característica = 0 
mantisa — 0.3010. 
log 400 = 2.6021 ^ ........ característica — 2 
mantisa — 0.6091. 
log 8000— 3.9031  ........ característica — 3 


mantisa — 0.9031. 

La mantisa es siempre positiva. 

La característica es positiva si el número es mayor que 1 y negativa cuan- 
do el número está comprendido entre 0 y 1. 

La característica de los logaritmos de los números comprendidos entre 
1 y 10, es cero. 

Para hallar la caracteristica del logaritmo de un /////пего mayor que 1. 
se resta una unidad al número de cifras de su parte entera. 


Ejemplos: 
4856 tiene 4 cifras; la característica de su logaritmo es 3. 
386 tiene 3 cifras; la característica de su logaritmo es 2. 
8 tiene 1 cifra; la característica de su logaritmo es 0. 
1215.65 tiene 4 cifras de parte entera; la característica de su logaritmo es 3. 


Para hallar la característica de un número menor que 1, se suma la 
unidad al número de ceros que hay entre el punto decimal y la primera 
cifra significativa. Esta característica es negativa. 


Ejemplos: 
la característica de log 0.4 es — 1 , 
la característica de log 0.05 es — 2, 
la característica de log 0.008 es — 3. 


Cuando se escribe un logaritmo cuya característica es negativa, el signo 
menos se coloca sobre la característica y no delante de ella, porque de esta 
manera afectaría a todo el logaritmo y debemos recordar que las mantisas 
siempre son positivas. 


Ejemplos: 


log 0.04 = 2.6021 que significa: — 2 + 0.6091 
log 0.0008 = 7.9031 >- И — 4 + 0.9031. 
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424. CALCULO LOGARITMICO. Si B es la base de un sistema de 
. logaritmos y М у N son dos números cualesquiera, tenemos: 
Si logM=x, entonces: B'— M, (1) 
lg N—y, » B =N. (2) 


Logaritmo, de un producto. “El logaritmo de un producto es igual a la 
suma de los logaritmos de los factores". 
Multiplicando miembro a miembro (1) y (2), tenemos: 


B- В = ММ, 
B+ = MN. 
<  logMN=x+ y. (3) 
Per: lgM=x у  logN=y. 
Sustituyendo estos valores en (3), tenemos: 
log MN = log M + log N . 


Logaritmo de un cociente. “El logaritmo de un cociente es igual al loga- 
ritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor”. 
Dividiendo miembro a miembro (1) y (2), tenemos: 


в M 

P N’ 
M 

Br=—. 
N 


° log — = (4) 
ЕЭ == E ^ 
N Y 


Per: lgM—x у loN-—y. 
Sustituyendo estos valores en (4), tenemos: 


log ™ = log M — log. 


Logaritmo de una potencia. “E? logaritmo de una potencia es igual al 
exponente por el logaritmo de la base". 
Elevando a la potencia “n”, ambos miembros de la igualdad (1), tenemos: 
(В) = М". 
is Ву иу 
log M = п · x. (5) 
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Y como: ldogM=x, sustituyendo este valor en (5), tenemos: 
P log M" = n logM. 
Logaritmo de una raíz. “El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo 


del radicando dividido entre el indice de la raiz". 
Extrayendo raíz enésima en ambos miembros de la igualdad (1), tenemos: 


VB: = JM. 


В“ = VM. 
log YM = x 3 (5) 


Y como: lgM=x, sustituyendo este valor en (6), tenemos: 


log vu EM, 


Ejemplos: — r4 562) log 34 + log 5.62 
log (95 X 83 X 615)= log 95 + log 8.3 + log 615 


18 
log 18 — log 1.8 — log 0.79 
log 23232 — log 4.3 + log 59 — log 12.35 


log 3.22 = 9 X log 3.2 
log (7.85 X 3.62) — 5 log 7.8 + log 3.62 
log 38 — 4 X log 4.6 — log 5 


_ log 632 
log YOI — 57 


OT ne 


425. ANTILOGARITMOS, Se llama antilogaritmo, al námero a que co- 
rresponde un logaritmo dado. 


390 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Ejemplos; 

Si: log2 = 0.3010 

”  log40 = 1.6091 

” log 800 = 9.9031 

EJERCICIOS 

Calcular las características de los logaritmos de los siguientes números: 
1) 482. R.: 9. 
2) 86. R.: 1. 
3) 7528. R.: 3. 
4) 13.6. R.: 1. 
5) 748. R.: 0. 
6) 436.995. R.: 9. 
7) 108.36. R.: 9. 
8) 93.01. R.: 1. 
9) 9.3496. В: 0. 
10) 48.35979. В: 1. 
11) 05. в: T. 
12) 0.0098. В 3. 
13) 0.000395. в: 4. 
14) 0.00000083. каази Ade В: 7. 
15) 0.0000791. В; 3 
16) 48365. ГЭР" 
17) 324.762. А: 9. 
18) 18.36509. ; d Rz 1. 
19) 600793. — 56559 + Aia s. LA R: 3. 
20) 100016: аад хиаг R; 3. 
Aplicar logaritmos a las siguientes expresiones: 
21) ab. А: log ab = log a + log b. 
22) 5x. sese Re log5x= bg 5 + орх. 
AES ena R.: log (42 X 5.6) = log 42 + log 5.6. 
MO use R; log $= log c— log d. 
8) З. өөө. R: log% logx— log 3. 
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26) = E r В: log? = loga + log b — log x. 
27) Ч. Pieka R.: log 9 = log + log d — log 5. 
28) х. Л. logx"=n logx. 

29) b* R.: logb'— 4 X log b. 

30) 15. В. log 15° = 3 X log 15. 

31) 3x. R.: bg3x = log3 + 2 X log x. 
sy: ЧИ «т G сойнорх, л, R: log = log4 + 3 log b— log 5. 
481 Ua и rola чан) log YA = ВА 

34) e Jii dta „У юэ... 

35 VM XN ........ R: bg M - VN EM , PEN 


36) Demostrar que: 


vifi 9 
crore em Log мМ 8—1 ) logn]. 
Calcular los antilogaritmos en las siguientes expresiones. 

37) log 2 = 0.3010. 

38) log y = 0.6091. 

39) log z = 0.9031. 

40) log 20 = 1.3010. 

41) log t= 2.6021. 

42) log8= 0.9031. 

43) log m= 1.3010. 

44) . log 0.02 — 2.3010. 

45). log p= 3.9031. 

46) log 100 = 2.000. 

47) logx = 1.8837. 

48) logu-—1.9948. 

49) log3=0.4771. 

50) logh = 2.0016. 

51) log w = 1.5145. 

426: MANEJO DE LA TABLA DE LOGARITMOS. Existen muchas 
tablas de logaritmos de diversos autores, cuyo manejo viene explicado en 


BRRRRBPPPPPPPPBPPBD 
2TForPMÉZTOoBr»rI!N:-t! 
87489787) 
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la misma tabla. Nos limitaremos a explicar el manejo de la tabla incluida 
como apéndice a este texto. Se emplea esta tabla para resolver dos 
cuestiones: 

А) Hallar el logaritmo de un número dado. 

B; Hallar él antilogaritmo de un logaritmo dado. 

A) Hallar el logaritmo de un número. Primero se determina la ca- 
racterística de acuerdo con lo explicado en el inciso 423. 

Para hallar la mantisa; 


19) Cuando se trata de un número de una cifra: se toma la mantisa 
de la decena correspondiente a dicho número, en la columna encabezada “0”. 


logi = 0.000 


3243 3263, 3284 
3424 — 3444 — 3464 3483 


3636 3655 367. 2 


2») Cuando se trata de un número de dos cifras. Se busca el número 
en la columna N y se toma la mantisa en la columna encabezada cero. 


708 7993. 7101 71 
7168 7177 7185 7193 


7243 7251 7259 (7207 7275 
7324 7332 7340 7348 7356 


log 51 = 1.7076 


LOGARITMOS. LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 393 


— 
[[90| 9542 osi  9ss2 3 
91| 9590 9595 обо обоз 
9638 — 9643 — 9647 9652 
9685 | 9689 9694 9699 9| 
9736 — 9741 — 9745 
9782 9786 9791 


+ 


log 92 = 1.9638 


3"). Cuando se trata de un número de tres cifras. Se buscan las dos 
primeras cifras en la columna N y se toma la mantisa en la columna corres- 
pondiente a la tercera cifra. 


м о 1 2 3 


log 382 — 2.5821 


log 412 = 9.6149 


4"). Cuando se trata de un número de más de tres cifras. Este caso va- 
mos a explicarlo desarrollando un ejemplo. Hallemos log 8.005. Primero deter- 
minamos la característica. Como la parte entera tiene una sola cifra, dicha 
característica es cero. 

Determinemos la mantisa: Se consideran lás tres primeras cifras y 
buscamos log 8.00 y [5g 8.01. 


Rozi Boo; 
8076 — 8082 — 8087 


log 8.00 =0.9031 9031 — 9036 — 9042 004700 9053 
9085 9090 9096. 9101 9106 
log 8.01 = 0.9036 gene 


9191 9196 9201 
9243 — 9248 } 5 
9294 9200. 9304 9309 
9345 9350 9355 9360915 
— 9400 ^ 940: р 


Sá | 
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log 8.01 — 0.9036 
log 8.00 = 0.9031 
0.0005 ——————— diferencia correspondiente а 0.01. 
Sabiendo esta diferencia, calculamos la diferencia correspondiente a 0.005. 
001 — T 0.00005 
0.005 ——— — x 
0.005 X 0.0005 0.0000025 
ga хя ы AA 0.00025 
Entonces: log 8.00 — 
diferencia para 0.005 —— 
log 8.005 — 


427. MANERA DE HALLAR EL ANTILOGARITMO. 
19) Cuando el logaritmo figura en la tabla. 


log x — 1.7076 боро. буй 7907 
хэн 7976 7M 7993 
7160 7108 7177 
log y = 3.7259 7243 7251 7259 
y= 5390 7324 7332 — 7340 
139) zai 0189 
z 7 
log z = 0.7482 ram тед 
7634 төр 764 
тоо pyb 
= 1.7642 
log u : 2 Г умар NOS 
id zu-. 


7934 7935 


Cuando la mantsa se encuentre en la columna encabezada por "0". el 
antilogaritmo se encuentra en la columna encabezada por “N”. 

Cuando la manusa se encuentra en una columna encabezada por “1”, 
"2", etc. dicha cifra sé coloca a continuación de las cifras tomadas en la 
columna "N". 
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La característica nos determina la posición del punto decimal, o sea, el 
nümero de cifras de la parte entera. 


9°) Cuando el logaritmo no figura en la tabla 

Vamos a explicarlo con un ejemplo. 

Tenemos: log x = 1.0875. Queremos determinar el valor de x; es decir 
el antilogaritmo correspondiente al logaritmo 1.0875. 

Sabemos que la característica 1, significa que el número tiene dos cifras 
en su parte entera. Nos falta buscar cuales son estas cifras y ésto lo da la 
mantisa 0.0875. 

Buscamos en la tabla la mantisa que más se aproxime por defecto. 


0128 0170 
она. 0453 0492 0531 0569 


х= 192  ——— 0792 о828 


1139 1173 1206 1239 1271 
1492 1523 1555 — 1584 


En este caso encontramos que la mantisa 0.0864 corresponde al nüme- 
ro 12 en la columna 2. Es decir a un número cuyas cifras son 122. 

Como sabemos que el nümero tiene dos cifras de parte entera, tene- 
mos, que aproximadamente el valor buscado, es 12.2. 

Si queremos obtener una aproximación mawor. es decir más cifras deci- 
males, hacemos lo siguiente: 


a) Hallamos la diferencia entre la mantisa que tenemos y la que hemos 
tomado de la tabla. A esta diferencia la llamaremos 1° diferencia: 


0.0875 
4.0864 


1° diferencia = 0.0011 


b) НаПатоѕ la diferencia entre la mantisa tomada en la tabla y la 
mantisa siguiente que corresponde al número 123. A esta diferencia la Ia- 
maremos 2* diferencia: 


2 diferencia = 0.0035 
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c) Ahora decimos: 


Si 35 corresponde a una diferencia de 1 
1 ^ »o» ” ” 
Luego las cifras del nümero buscado son: 19.9314. 


EJERCICIOS 


Calcular las siguientes expresiones, empleando logaritmos: 


1) Bl d. TC me R: 9.685. 
71.5 X 8:64 _ 
Y. TO Ms R: 143.665. 
(63) х (— 9.432) _ 
3 "COO XS68 7 "nenne В: — 1.455. 
HI (СОЗ e ea 200 Rs 16.875 
го 
ЭМ ob da dc t tmt P Ee comm R.: 10.366. 
5° 
Deo A ceto р ЖН к: 45.703. 
0.486 
7) у= DI vemm + His 0.000368. 
I 
gy Ebene lib. E emma el careta. ase A. Tek В: 1.043. 
б 
ре В: 8.731. 
TRES В: 34. 
оен... В: 0.7995. 
susc шр ESE В: 0.905. 


LOGARITMOS LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 397 


: 
0.06193 үз 
È 0.1823 3) = 


R.: 0.483. 

46) VER UR LLL C В: 0.775. 
VIG2E x VOB 

i) AAA E ean Ri 5655 


498. MANEJO DE LA TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
NATURALES. Esta tabla se emplea para resolver dos cuestiones: 


1*) Hallar el valor de una función trigonométrica de un ángulo dado. 

2%) Dado el valor de una función trigonométrica de un ángulo, hallar 
Para hallar el valor de una función trigonométrica consideremos dos casos: 

Caso A) Cuando el ángulo dado figura en la tabla. Para hallar el valor 
de una función de un ángulo menor de 45°, se busca el ángulo en la 1° со- 
lumna de la izquierda y el nombre de la función en la fila vertical corres- 
pondiente. 

El valor de la función trigonométrica se halla en la intersección de la 


fila donde se lee el ángulo y la columna encabezada por la función trigono- 
métrica buscada. 


Ejemplo. Hallar cos 27? 207. 


Ton Cot Soe Cor 


-5095 1.903 1.122 Nolo 
56 132 4040 124 EOF 
592 178 169 — 935 126 884 
5206 1.921 1,127 
Lr 907 129 
25 894 131 
25:17 1.881 1.133 
354 S08 у 86 
392 855 136 802 


1,138 58788 


74 


cos 27% 20' — 0.8884 


Si el ángulo dado es mayor de 45°, se busca el ángulo en la última co 
lumna de la derecha, y el nombre de la función en la última fila inferior. 

“El valor de la función se halla en la intersección de la fila y la colum- 
na, igual que en el ejemplo anterior. 
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Ejemplo 1." Hallar cot 54° 10" 


cot 54? 10^ — 0,7921. 


Caso B). Cuando el ángulo dado по figura en la tabla. En este caso, el 
valor de la función trigonométrica se determina por ¡»er polación. La interpo- 
lación consiste en tomar dos valores inmediatamente próximos al valor bus- 
cado, uno superior y otro inferior, que se encuentran en la tabla y de ellos 
deducir el valor buscado. 


Ejemplo 2. Hallar el seno de 20° 15'. Como el ángulo está compren- 
dido entre 20° 10” y 20° 20°, hallamos los senos de estos valores. 


sen 20? 20' — 0.3475 
sen 20? 10' = 0.3448 


10' — 0.0027 
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Estableciendo la proporción correspondiente, tenemos: 


. 0.0027 X 5 _ 0.0027 
107 —— 0.0097 O ے‎ 7 
5 x x — 0.00135 


sen 20? 10' — 0.34480 
parte proporcional a 5' — 0.00135 


sen 20? 15' = 0.34615 


Ejemplo 3. Hallar el coseno de 27? 23'. 


132 949 124 

178 169 935 126 
15206 1,921 1.127 

243 907 129 

280 894 131 


4695 2.130 15317 LOSI 1433 


8 134 
855 136 
1.842 1.138 


829 140 
816 142 


-5430 
467 
o 


cos 27? 20' = 0.8884 
cos 27? 30' — 0.8870 


10 = 0.0014 
10 Е Ори. 
10 
3 5 2 малын = 0.0004 


cos 97° 90' = 0.8884 
parte proporcional a 3' = 0.0004 
cos 27? 23 = 0.8880 
Obsérvese que en este caso, el valor obtenido para los 3', se resta; por- 


qué al aumentar el ángulo. el coseno disminuye. Lo mismo sucede con la 
cotangente. y con. la. cosecante, 
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429. MANEJO DE LA TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRI- 
CAS LOGARITMICAS. Es posible hallar el logaritmo de una función tn- 
gonométrica, hallando primero el valor de la función por medio de la tabla 
de funciones naturales y después buscar el logaritmo de dicho valor, 


Ejemplo. Hallar el valor de log sen 12° 20'. 


Hallamos primero sen 19° 20/ = 0.2136 y después log 0.2136 = 1.3996. 


Por tanto: log sen 12° 90' = 1.3996. 

Sin embargo, este procedimiento necesita emplear primero la tabla de 
funciones trigonométricas naturales y después la tabla de logaritmos. 

Para eliminar esta operación, en dos etapas, se han preparado tablas que 
dan directamente lcs logaritmos de las funciones trigonométricas. 

Las tablas que damos en el apéndice contienen en la primera columna de la 
izquierda, los ángulos desde 0? hasta 45° de 10' en 10. 

Los ángulos desde 45? hasta 90°, se dan en orden inverso, en la primera 
columna de la derecha, también de 10 en 10. 

Si el ángulo es menor de 45°, se busca en la columna de la izquierda 
y el nombre de la función se lee por la parte superior; cuando el ángulo 
es mayor de 45%, se busca en la columna de la derecha y el nombre de la 
función se lee por la parte inferior. 

Para facilitar la interpolación, se dan columnas de diferencias, Estas 
columnas encabezadas por la letra “d”, están situadas a la derecha de las co- 
lumnas “L sen” y “L сох” Las columnas de la tangente y la cotangente. 
encabezadas “L гал" y “L сог. tienen una diferencia común, situada entre 
las dos columnas, encabezada por las letras “de”. 

Los senos y los cosenos tienen un valor menor que la unidad y, por tanto, 
los logaritmos de estos valores tienen características negativas. 

Como también las tangentes de los ángulos menores de 45?, y las cotan- 
gentes de ángulos mayores de 45? y menores de 90° son menores que la uni- 
dad, sus logaritmos tienen característica negativa. 

Para evitar escribir características negativas en la tabla, se pone 9 en lu- 
gar de 1; 8 en lugar de 2, etc.; por tanto, al tomarlos de la tabla, debemos 
recordar este convenio. 

Las características de los logaritmos de las tangentes de los ángulos com- 
prendidos entre 45^ y 90°, son las que figuran en la tabla; también lo son 
las de los logaritmos de las cotangentes de ángulos menores de 45?. 

En esta tabla no aparecen los valores de los logaritmos de las secantes y 
las cosecantes. En caso que fuera necesario calcularlos. recordemos que la 
secante y la cosecante son los recíprocos del coseno y el seno respectivamente. 
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Angulo 1 Sen 4 L Cos 4 1 Ton de t Cot. 


9.6570 
0595 
.0020 


10.2212 
.2184 
2155 


log sen 309 = 1.6990 
log cos 30° 10' = 1.9368 


log tan 309 40 = 1.7730 
log cot 31? — 0.2219 
log cot 31? 10” = 0.9184. 


107 
20 
30 
40" 
50 
10" 
20" 
30" 
40" 
507 
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log sen 45? 10' = 1.8507 
log cos 45° 20" = 1.8469 
log cos 459 30' — 1.8457 
log tan 45° 40' — 0.0101 
log cot 489 50' = 1.9874. 


430. INTERPOLACION. Cuando se trata de buscar el logaritmo de una 
función trigonométrica que no está en la tabla, ya que en ella los valores 
están calculados de 10” en 10”, necesitamos hacer un cálculo auxiliar, llama- 
do interpolación. Vamos a explicarlo con ejemplos: 


Ejemplo T. Hallar log sen 30? 25". 
Buscamos: log sen 30? 207. 
log sen 30? 20 = 1.7033. 
Tomamos de la columna “4”, la diferencia: 22 (veintidos diezmilésimas). 


que corresponde a 10”. Sabiendo esta diferencia, calculamos la diferencia co- 
rrespondiente a 5”. 


10” —— 99 ЭТЭ 
5 х TM Ign Veg 


Entonces tenemos: 
log. sen 30' 20' = 1.7033 


valor correspondiente a s 11 


log sen 30? 25 = 1.7044 
El valor correspondiente а 5', lo sumamos al log sen 30' 20', porque el 
seno es una función creciente. También lo es la tangente. 
Ejemplo 2. Hallar log cot 45? 32. 


log cot 45° 30” = 1.9994. 


Tomamos de la columna “de”, la diferencia: 25 (veinticinco diezmilési- 
mas) que corresponde a 10'. Sabiendo esta diferencia, calculamos la diferen- 
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cia correspondiente a 2”. 


2 E 295 50 
g x 
Entonces tenemos: 
log cot 45° 30 — T.9924 , 


valor correspondiente a 7 = 5 


log cot 45° 3% — 1,9919 


1 El valor correspondiente a 2, lo restamos al log cot 45° 30", porque la 
cotangente es una función decreciente "También lo es el coseno. 


EJERCICIOS 


Hallar los siguientes valores: 


1) logtan5?. Но 7.9420. 
2) log cot 9? 20. В: 0,7842. 
3) log sen 20? 3%. R.: 1.5450. 
+) log cos 95? 16". R.: 1.9563. 
5) log sen 34? 4 Rn. 1.7550. 
6) leg cos 51% R.: 1.7989. 
7) leg sen 59° 30" Ro: 1.9353. 
8) log tan 64° 407 R.: 0.3954. 
9) log cot 71? 38 В.: 1.5911. 
10) log сох 80? 20" R.: 19951. 
11) log sen 85? R.: 1.9983. 
12) log cos 55? 1G" R: 17557 
13) log tan 68° 19". R.: 0.3979. 
14) Jog sen 74° 18" R.: 1.9835. 
15) log cos 23? 19". В: 19634 
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log cot 13? 5'. — R.: 0.6338. 
log cos 75°. — Ro 1.4130. 
log cot 54° 6'. — R.: 1.8597. 
log sen 179 51”. — В 14865. 


log cos 72? 9'. — R.: Т.4865. 


La geometría aplicada en la Era del espacio. El han preparado el camino al hombre.. El cosmonau- 
hombre moderno se ha lanzado a lo conquista del ta es el hombre del futuro. Estas naves que surcan 
espacio sideral. Los satélites artificiales son verda- Іа estratosfera nos ofrecen de nuevo formas de 
deros cerebros que registran cuantos datos inte- Geometria aplicada: esferas, conos. cilindros, trián- 
resan a los científicos. Estos vehiculos espaciales  gulos, etcétera, al servicio de la ciencia moderna. 
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431. APLICACION DE LOS LOGARITMOS A LA RESOLUCION DE 
TRIANGULOS Y AL CALCULO DE LAS AREAS. La aplicación de los 
logaritmos facilita notablemente la resolución de los triángulos a las áreas 
de los mismos, ya que los productos o cocientes se convierten en sumas o 
restas respectivamente. 

432. APLICACION DE LOS LOGARITMOS PARA LA RESOLUCION 
DE TRIANGULOS RECTANGULOS. A las fórmulas empleadas para resol- 
ver los triángulos rectángulos y calcular sus áreas, se les aplica logaritmos, 
sin hacerles transformación alguna. 

Se exceptúa el cálculo de la hipotenusa en el ler. caso, que se suele 
calcular 
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Primer caso. Resolver y calcular el área del triángulo: 


b = 908, c=160, 1А- 90°. 
Fórmulas: a—NBT 6 26= 90° — 4B, 
"b. Hone 
асаа: ES 
Cálculo de a. 


a= VF T G 908 + 160 = \/4396% F 28600 = /68864=262.04. 


Cálculo de LB. tan B=. Cálculo de £C. 
log tan B log b — loge 1С 90° — 1B 
log tan B — log 208 — log 160 = 90° — 59° 96' 
log 208 — 9.3181 = 37° 34 
log 160 — 2.9041 
logtanB — 2.3181 — 2.2041 — 0.1140. 

В = 52 26. 


Cálculo del área. a=. 


log A = log b + log c — log 2 
log A — log 208 + log 160 — log 2 
log A — 2.3181 + 2.2041 — 0.3010 
log А = 4.2212 
A — 16642 31. 
Segundo caso. Resolver y calcular el área del triángulo: 
a= 690, b —426, 4A — 909. 


Fórmulas" ¿= V(a T beb); Ee 


4С :=90° — ZB; Area — 

Cálculo de c. s= Na b)(a— b). 
log (a + b) + log (a — b) 
gs A е 


log (a + b) = log 1116 = 3.0476 
log (a— b) — log 264 — 2.4216 
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1 T 3.0476 + 2.4216 T 5.4692. 
аларлар зугааг) 

logc = 2.7346; Ло 62548. 


Cálculo de В. sn B=. 


log sen В = 2.6294 — 2.8388 = 1.7906 
LB = 38° 7'. 


Cálculo de / C. LC = 90? — ¿B = 90? — 38? 7'. 
Га у ам 


Cálculo del área. A= x A 


log A = log b + log c — log 2 
log A = log 426 + log 542 — log 2 
log 426 — 2.6294 


Tercer caso. Resolver y calcular el área del triángulo: 


c= 195 2В = 40° 20, £A = 90°. 
Fórmulas: ZC É99— 7B; b= ctan B. 
& IE 
= Area = = č tan B 
Cálculo de C. 2С = 90? — 7 B = 90° — 40? 90', 
5 LC -—499 y. 


Cálculo de b. b — ctan B. 
log b = log 195 + log tan 40? 20" 
log 195 — 2.2900 
log tan 40? 20' — 1.9289 


Cálculo de a, a 
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log b = 2.2900 + 1.9289 — 2.9189 
b — 165.5, 


c 


c 
loga — log c — log sen C 
log a — log 195 — log sen 49? 40' 
log 195 — 2.2900 
log sen 49° 40' = 1.8821 
log a = 2.4079 

sw. «79555 


Cálculo del área. A ig tan В. 


Cuarto caso, 


а= 80, 


Fórmulas: 4В= 90° — /С; 


b=asenB; 


Cálculo del 


Calculo de е. 


2 


log A = 2 log c + log tan B — log 2 
log A = 2 log 195 + log tan 40° 20 — log 2 
log А = 2(2.2900) + 1.9289 — 0.3010 


log A — 4.5800 + 1.9289 — 0.3010 
log A = 4.2079 
A = 16140, 


Resolver y calcular el área del triángulo: 
£C = 63945" LA =90°. 
с= азѕеп С. 


Area = £ d sen 2 C. 


LB. 4В= 90° — / С=90° — 63° 17. 


В = 96° Фу, 
c=asenC. 
log c = log a + log sen C 


log c = log 80 + log sen 63° 15° 
log 80 — 1.9031 


log sen 63? 15' — 1.9508 


log c — 1.9031 + 1.9508 
.8539 
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Cálculo. de b. b= asen B. 


log b = log a + log sen B 
log b = log 80 + log sen 26? 45” 
log sen 26° 45' — 1.6533 
log b — 1.9031 + 1.6533 
log b — 1.5564 

b — 3601. 


Cálculo del área. A= ie sen 2 C. 


A — 80: sen 2(63° 15") 


А = 80 sen 126° 30 


log A = 2 log 80 + log sen 126% 30 — log 4 


log A = 2(1.9031) + 1.9059 — 0.6021 
log A — 3.8062 + 1.9052 — 0.6021 


log A — 3.1093 
A = 286. 
EJERCICIOS 
Resolver y calcular el área de los siguientes triángulos rectángulos, em- 
pleando logaritmos. 
1) b=922, © На: а= 50508. 
“сет 
2):042:4. — n. 
“В = 69° 301. 
3) b= 30. -— Re e= ХОЙ, 
ZC = 40° 307 ZB = 49° 30. 


39.45, 
Area — 384.30. 
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4) а= 43.5, R: с 34.98, 
£ B = 38°, ¿ZC = 52°, 
b — 96.78, 
Area — 459.01. 
5) b=20, — R: ¿C z==98°, 
¿B= 62°, c= 197.64. 
a — 971.80, 
Area — 15390. 
6) c=4, — R. b= 100.29, 
4B = 65° 50'. ZC = 94° 10, 
a= 109.75, 
Area = 2256. 
7) c= 60, — R: b=11051, 
ZC = 98? 30" а = 125.74, 
Area — 3315.30. 


8) Un ingeniero necesita medir la altura de una torre AB. Se sitúa en 
un punto C, de manera que BC = 60 m y / АСВ —58? 10. Hallar dicha 
altura. R.: 96.64 m. 


9) Un árbol de 12 m de altura, proyecta una sombra de 20 m sobre 
un terreno horizontal. Hallar el ángulo de elevación del Sol. R.: 30° 50'. 


10) Desde la parte superior de un faro de 60 m de altura sobre el 
nivel del mar, se observa un buque con un ángulo de depresión de 28? 30. 
¿Cuál es la distancia del buque al faro? R.: 110.50 m. 


11) Un avión vuela rumbo al este соп una velocidad de 300 km/h. 

Se encuentra con un viento que viene del Norte, con una velocidad de 60 
km/h. Hallar la velocidad resultante y el rumbo verdadero del avión. 

R.: 305.8 km/h. 

S 78° 50 E. 


12) Para medir la anchura AB de un río, un agrimensor escoje un 
punto C tal que BC = 30 m y / ВСА = 62° у / ABC = 90°. Calcular la 
anchura del río. A: 56.42 m. 


13) Un tünel de 300 m de largo tiene una inclinación de 15?, respecto 
a la horizontal. ¿Cuál es la diferencia de nivel en ambos extremos? 
R: 77.64 m. 
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14) Se hace un disparo con un cañón que forma con la horizontal un 
ángulo de 40°. La velocidad de la bala es de 950 m/s. Hallar las compo- 
nentes vertical y horizontal, R.: Vert. 727.70 m/s. 

Horiz. — 610.66 m/s. 

15) En un tramo de carretera se asciende 50 m al recorrer 5 km. ¿Qué 

ángulo forma la carretera con la horizontal? R.: 3⁄4. 

16) Desde el último piso de un edificio de 50 m de altura, se observan 

dos autos estacionados en línea recta, en el mismo plano del observador. Los 
ángulos de depresión son: 38? y 21?. Hallar la distancia entre ellos. 

R 191.7 m. 

17) Una loma tiene una altura de 1200 m. Si desde un punto situado 

en el suelo, se observa la cúspide con un ángulo de elevación de 23° 40, ¿a 

qué distancia está dicho punto? R.: 273.80 m. 


433. APLICACION DE LOS LOGARITMOS PARA LA RESOLUCION 
DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS. 
1. Seno de la mitad de un ángulo en función de los lados del triángulo 
Aplicando la ley de cosenos al ángulo A, tenemos: 
а = b? + с — be cos A, 


Despejando cos A, tenemos: 


а — b? — с = — 2bc cos A E 
—a + b: + e: = 2bc cos A. 
» b+ с — а 
А со А=———у——. (1) 
Por otra parte, sabemos que: b s 
A 1— cos A 
"fa EFE. am 
Sustituyendo (1) en (2), tenemos: * B 
hy с — a c 
NONE me 
zi z Fip 336 
27 Efectuando; 
Ср Ibe 
sen = کے‎ EO, Agrupandoi 
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= dy ES. : Евбонганавоы бейби} 
А i => 
sen — (a+ b d bto ГЭРЭЭ! Factorizando Ја; diferencia 
de. cuadrados, 
Llamando 2р al perímetro y restando 2b y 2с, sucesivamente, tenemos: 
ad b+c=2p 
— 2b = —2b 
a—b+c=2p— 2b 
40 a—b4c=2(p—b), (4) 
Análogamente: 


40 44 b—c-—2(p—c). (5) 
Sustituyendo (4) y (5), еп (3), tenemos: 


а ES A Ña 
ml CEN БИР) : Simplificando y ordenando; 
А Др 
i Lx JE RES. 


En forma análoga, se obtiene: 


0d ¡PRE JE 


(p—a)(p— Б) 
SE) 5 


[^j 
sen = (6) 
2, Coseno de la mitad de un ángulo en función de los lados del triángulo, 


A Л + cos A 
2 Мв (0) 
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Sustituyendo (1) en (7), tenemos: 


b +e —a 
HU s an 
соз Sy = 3 É 
cos А = EXER я Efectuando; 
2 
A b + 2bc + c) —a* 
соз у= EE us 2 9 Agrupando; 
2 
А Б: + 2bc + c) — а? 
cos z= / XE Ee e) t Efectuando; 


A_ [OFF F. ed а 
cos T с > Factorizando el trinomio; 
os += / CESA - (8)  Factorizando la diferencia 


de cuadrados. 


Si a 2p, le restamos 2a, tenemos: 


a--b--c— 2р (9) 
— 9a =—2а 


—a-Fb--c— 2p— 2a 
b4+c—a=2(p—a). (10) 


Sustituyendo (9) y (10), en (8), tenemos: 


a: a E ECT, 
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En forma análoga, se obtiene: 


B —b) 
со В = EE š 
cos = = / Bp. ғ 


3. Tangente de la mitad de un ángulo en función de los lados del 
triángulo. E 


Sustituyendo los valores ya calculados de sen $ y cos 2, tenemos: 


MiS کت‎ 


ppa, 
be 


tan 


ю 


: А _ /(р—Ь)(р—с) 
M gum I. 


De la misma manera, podemos calcular: 
еб —a)(p— с) 
lan = Ге ао. 


п. [CIEN 
2-3 


р(р--с) 


434 APLICACION DE LOS LOGARITMOS PARA LA LEY DE TAN- 
GENTES. La ley de senos nos da: 


cambiando los medios: A 
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y aplicando una de las propiedades de las proporciones, tenemos: 


a—b_senA—senB 
a+b ѕепА + ѕепВ` 


Transformando en producto el numerador у denominador de la segunda razón: 


1 
ap B(A B) sen (A— B) 


iud. sen (A + B) cos (А—В) ` 
a—b_ 1 1 " 
als Sa (AED tan y (A—B) ; 
a—b 1 1 

= tang (A— B). 
a+b апі (A+ B) 5 


1 

sage "riget В) 
24D any (АВ) 

En la fórmula anterior es necesario que se cumpla a > b. 

En caso que b > a, bastaría con invertir las diferencias a — b y А — B, 
es decir: 

1 
pia 1809 (8734) 


DFe SE BLAS 
Resolución de triángulos oblicuángulos. Primer caso. Dados los tres lados. 
En la fórmula tan Ê — / fP — b) (P— C). multiplicando ambos tér- 


p(p— a) 
minos del quebrado, por el paréntesis del denominador, (p— a), tenemos: 


A | f(p—-atp—b)(p—o. 
EX p(p— а)? Е 
O: cof /(p — 3) (p — &) (p — 
tang E 5 # 
recordando que r— fp p pe, donde r es el radio del 
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círculo inscrito'al triángulo y haciendo la sustitución correspondiente, tenemos: 


uni 
2" p—a ' 
dan E 
9 Tp—a 
Análogamente: 
Ц St tan E > 
e 3 EA 


Area. Sabemos que el área de un triángulo en función de sus lados 
viene dada por la fórmula А = y/p(p— а) (p — b) (p — с), que se atribuye 
a Herón, matemático alejandrino, 

Multiplicando y dividiendo por “р”, el radicando tendremos: 

/p*(p — a) (p— b) (p— c) 
A= 5 
V Р 


да, угалы С 


А = pr. 
Ejemplo. Resolver el triángulo a = 163.6; b= 397,5; c= 253.7. 
a--b--c 163.6 + 397.5 + 263.7 2: 814.8 => 
E 2 2 M 
р— а = 407.4 — 163.6 = 243.8. 


p— b — 407.4— 397.5 = 9.9. 
p— c = 407.4 — 253.7 = 153.7. 


r /O-—23)(p—5)(p—o9 
= : 


bgr 108 PER HEK Epp евр. 


407.4. 


log (p — а) = log 943.8 — 9.3870. 
log (p — b) — log 9.9 — 0.9956. 
log (p — с) = log 153.7 = 9.1867. 
log p = log 407.4 = 2.6100. 


2 . 2.1867 — 2. 2.9593 
bre A 867 20100 _ — 1.4796 
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Cie dd: 24! йз Аы 28 


2 p—a' 


log tan А. = log v — log (p—a). 


ГЕРЕ i = 1.4796 — 2.3870 — 1.0026 


А — 793 A=14 6. 
2 
Cálculo del / В. tan — = 
B 
log lan - sy l0p har dog (p—b). 
log tan E: — 1.4796 — 0.9956 — 0.4840 
B — 71°50; в = 1439 40” 
2 
Cálculo del £C. dan E= E? 
2 p—e 


e log tan Û = lg + — log (pe). 


log tan = 1.4796 — 9.1867 — 1.2029 
Same; €. 222 12. 


Area NM=pr. 


log А = log p + log r 
log A = 2.6100 + 1.4796 = 4.0896 
SA А = 12290. 
Segundo caso. Dados dos lados y el ángulo comprendido. 


Cálculo de los ángulos. Sea C el ángulo dado. 
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Sabemos. «por la ley de tangentes que: 


tang (A+B) 


a+b 
a—b tan (AB) 
1 a—b 1 
tan g (AB) = 5 tang (А-В). (1) 


Pero, 
ZA+ ¿B+¿C=180". 


LA+ /В= 180°—/С. 
Dividiendo por 2, ambos miembros: 


A+B  180—C 
JONES 


с 1 й c 
A s AFD => 


Entonces: 
1 = s 12560 
“en (A + B) = tan ( 90 7)=0 у (2) 
Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
1 a—b c 
tang (А — В) о vt: 1 


Esta fórmula y la que nos da ¿A+ ZB, nos permiten calcular el valor 
de A y el valor de B. 
Para calcular el lado, se emplea la ley de senos. 


Ejemplo, Resolver el triángulo: 
a= 322 ъ= 215; Cno. 


a = 322 a=32 ¿A+ ¿B+ 1 C = 180°. 
ь= 212 b=212 ¿A+ ¿B= 180° — / С = 180? — 110° = 70° 


a+b= 534 a—b=110 


log tan 5 (A—B) = log (a — b) + log cot S —10g (a + b) 
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log tan (А —B) = log 110 + log cot 10° — log 534 


log tan (A В) = log 110 + log cot 55° — log 534 


log 110 — 2.0414 
log cot 55? — 1.8459 
log 534 = 92.7975 


log tan y (А — B) = 2.0414 $ 1.8459 — 2.7975 


log tan y (A — B) = 1.1591 


;(А—в) =в° 12: C A—R- 16994. 
Comparando con este valor y el de ZA 4 / B = 70°, tenemos: 
A— B — 16° 24 5 Jat 86° 924 
А+ В = 70° 2 яс 
2A = 86? 94" is wd at d. 
69? 607 : 53936" 
BAS 22484256 
539 36” ¿an 48 = 96° 48'. 
ГА = 43° 12 
¿B= 96° 48" 
Ctto. 


ZA+ LB + LC = 179° 60' = 180° 
Cálculo del lado с. Para calcular el lado c. se emplea la ley de los senos. 


a "ord 
зеп А — senC^ 


. asenC 
 senÀ ` 


log c = log a + log sen C — log sen A 
= log 322 + log sen 110? — log sen 43? 19" 
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log 399 — 2.5079 
log sen 110? — 1.9730 
log sen 43° 12 — 1.8354 
log c — 2.5079 + 1.9730 — 1.8354 — 2.6455 
+. c= antilog 2,6455 = 442. 


Area. A= absenC. 


log А = log a + log b + log sen C — log 2 
= log 322 + log 212 + log sen 110° — log 2 

log 399 — 2.5079 
log 212 = 2.3963 
log sen 1109 — 1.9730 
log 9 — 0.3010 

log А = 2.5079 + 9.3963 + 1.9730 — 0.3010 — 4.5062 

A — 32100 aprox. 
Tercer caso. Dados un lado y dos ángulos 


Соп la fórmula ¿A+ ¿B+ ¿C = 180°, se calcula el otro ángulo. 
Los lados se calculan por medio de la ley de senos: 


E: жй 
sen А B senC' 
Ejemple Resolver el triángulo: 
&А = 75° 90', ZB = 40° 48', с= 30. 
Cálculo del /С. 
ZA+ ¿B+ LC == 180°; 2. LC —180? — (¿A+ ZB). 
£C = 180? — (75° 90' + 40? 48) = 180° — 115? 68” 
Z C = 637 59^, 


Cálculo del lado a 
a c . csen À 
= У "= 5 


senA — senC 
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log a — log c + log sen A — log sen C 
= log 30 + log sen 75° 20' — log sen 63° 59” 
log 30 — 1.4771 
log sen 75? 90” = 1.9856 
log sen 63° 5% = 1.9531 
log а = 1.4771 + 1.9856 — 1.9531 = 1.5096 


а = 32,33, 
Cálculo del lado b. 
bom e х p tsenB 
nB sen C ° 2 — 71 ` 


log b = log c + log sen B — log sen C 
= log 30 + log sen 40? 48' — log sen 689 52 
log 30 — 14771 
log sen 40? 48' — 1.8152 
log sen 63° 52% — 1.9531 
log b = 1.4771 + 1.8152 — 1.9531 = 1.3392 
л. b— 2184 


c' sen А sen В 
© зеп (A FB)" 


log А = 2 log c + log sen A + log sen B — [log 2 + log sen (А + B)] 
= 9 log 30 + log sen 75°20’ + log sen 40°48’ — (log 2 + log sen 116987) 


log 30 — 14771 
log sen 75? 20' = 1.9856 


log sen 40? 48' — 1.8159 
log 2 — 0.3010 


log sen 116? 8' — 1.9531 
log A = 2 (1.4771) + 1.9856 + 1.8152 — (0.3010 + 1.9531) 


= 2.9542 + 1.8008 — 0.2541 
= 9,5009 


Área. A= 


A=3169 


422 


Resolver los siguientes triángulos, empleando logaritmos. 
Яа 


D 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


10) 


11) 
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а= 41, 
Ъ = 19.50, 
с = 32.48. 


a = 10.4, 
b=9,5, 
£C 45? 52. 


q=31, 

LA — 53945, 
ъ= 38.95, 
ZB = 79? 33, 
ZC = 38? 34. 
a=53. 
b= 10.9, 

e=13 


a= 15,9, 
b= 40, 

e 30. 
a=731, 
b= 652, 

ZC = 109 95'. 

а= 49, 
b= 50, 

c — 53.94. 


а = 95. 


EJERCICIOS 


2А = 101° 10', 
LB = 97° 50, 
4C 51%: 

e = 7.8, 
£A = 73? ty, 
4B = 60° 58'. 

b= 32, 

c — 41.06, 
£C = 61° 45. 
Z A = 68° 52, 
4B = 79? 34, 
ZC = 38? W. 

a= 95, 

Z B = 35? ЗУ, 
£C = 90° 45. 
= 37.40, 
£A = 68° 53', 

c=2. 
£A = 93° 40”, 
4B = 55° 33'. 
Z C = 100? 47. 
4A = 19°, 

Z B = 190? 59'. 
ZG 230? 1*. 
c — 800. 
ZA = 59? 25”, 
4B = 50? 10". 
ГА =47°%50. 
Z B= 629° Y. 
sl =:709 8'. 


Z A= 48? 25”, 


13) 


APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS 423 


LB = 70? 32, 
ZC 2:61? #. 
R: b=4, 
e = 330, 
ZA=19°. 
R: ¿A= 56° 45. 
ZB = 79? 43, 
ИС = 43° 32. 


Resolver los siguientes triángulos y calcular su área, aplicando logaritmos. 


14) 


16) 


18) 


b=31.5, 
c = 99.3. 
a — 15.19, 
Z B = 190° 59, 
zZCz50? g, 
s=, 
b= 20, 
c=14. 
a = 4732, 
b = 5970, 
с = 5009. 
b = 4970, 

с = 4900, 
£A = 37^ 56. 
с = 2700, 
ZA = 34° 47, 
Z B == 370.43: 
а = 12.21, 

c — 18.75, 

ZB = 106° 52. 
а = 76.34, 

b — 107.58, 
€ — 115.44. 
a— 4732, 
ZB-IT5?39. 
ZC = 54? 20. 
LA = 45° 46, 
4С = 95° 50, 
b= 11587. 


R: LA=50°8, 


¿B = 75° 3X, 
ZC = 54° 20", 
Area = 11470000. 
R: а= 3038, 
¿B = 59° 46/, 
4С = 89° 18', 
Area — 6432000. 
Ri: b= 1732, 
a=1615, 
ZC 07° 30, 
Area = 1334000. 
Rz ъ= 25.17, 
LA = 97? 40", 
LC = 45° 98, 
Area — 109.5. 
R: ¿A=39%50', 
4B = 64° 32, 
LC = 75° 38', 
Area = 3978. 
Rz b = 5970. 
c — 5009, 
¿A= 50° 8, 
Area = 11470000. 
R.: а = 875, 
с = 539, 
4B = 108° 24, 


Area = 220900. 
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TRIGONOMETRICAS 
NATURALES 


T-8 TABLAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES 1 
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TABLAS DE LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS IH T-15 
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Repasos de álgebra 


GEOMETRIA DE BALDOR 


Estos repasos de Algebra, han sido incluidos en este texto con el fin de que, al 
resolverlos, el alumno cuente con el bagaje matemático "necesario y suficiente" 
para que los problemas planteados, a lo largo de este libro, puedan ser solucionados 
armónicamente y sin “lagunas” que pudiesen arrastrar de conocimientos impartidos 
anteriormente, Por ello, cada uno de los 29 repasos funciona correlativamente con 
los 29 capítulos de que consta este libro siendo conveniente que el alumno proceda 
а dar respuesta а cada repaso ar: de empezar a estudiar su capítulo correspondiente. 


REPASOS DE ALGEBRA 
Repaso de Algebra N* 1 


Hallar el valor numérico de las siguientes expresiones, para a 
2 1 

1) (4p + 2b) (18n — 24p) + 2(8m + 2) (40p + a) 
(# +) PER 

2) bj. m: 
(d—b) р 

3) (a + b) (Vc* + 8b — m Yn) 

4) (tss, YR) + (c + d) VP 


5) 3(c — b) V 32m — 2(d — a) V 6p 2 
үбБс | V3mm сір 


6) yab (ba) авс 
7) EE e За + b)(2a + 3b] 


122212) 


9) (2m + За) (4р + 2c) — 4m*n* 


— — 
10) E s 


lb 


85 


R-6 GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra N* 2 


Sumar las expresiones siguientes: 
1) nx + cn — ab; —ab + 8nx — 2cn —ab + nx —5 
R.: 10nx— 3ab — cn — 5 
2) a? + b*; —За% + ab? — b'—5a* — 6ab* + 8; За — 2b* 
R.: —4a? — 5ab* — 2b" + 8 
3) 27m? + 125n*; —9m*n + 25mn*— l4mn*—8; 11тп? + 10mn 
R.: 27m" + т?п + 22mn* + 125n' —8 
4) x=— + ye72 + mt; 2x81 — 2572 — 2m; Byb — 2m*— 
R.: 3x75 + 2y072 — 3m*—+ 
5) n= — m + 8; —5n*— — 3m*— + 10; 4nb7! + 5m*- — 18 
R: m** 
6) жу — xy! + 5; x! — xy? + xy — 6; —6xy* + x'y! + 2; —y! + Зху* + 1 
R.: xt £6x'y — 4xy! —y* + 2 


Заз 268. — Š lylga —1 
7) 15 +4565 —gabgb'gab 3” 
R. dar IEE: 
¿ag +75 
2 25 Ду, 1.5 guis i a 
8) pU tgn —q lim + 75771 +3 m* 1 gm — 30 mn + 3 


29 bes ENT 
R.: p" 45mn + зуп +3 


1 3 3 1 1 1 = 1 
9) уьш —сп —2;; bm + 6— усп —b'm + ggen + 4; en +š — g bim 
R.: Тыш + Sen + 82 


10 


0.2a* + 04ab* — 0.5a?b; —0.8b° +0.6b* — 0.3a*b; — —0.4a* + 6 + 0.7a?b; 
0.2a* + 0.9b* + 0.6ab* 


R.: —0.1а% + ab* + 0.1b* + 6 + 0.6b* 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


REPASOS DE ALGEBRA R-7 
Repaso de Algebra N* 3 


De la suma de: ab + bc + ac con —7bc + Bac — 9, restar la suma de 4ac — 
3bc + 5ab con 3bc + 5ac — ab. 


R.: —3ab—6bc—9 
De la suma de а?х — Зх" con а? + Зах", restar la suma de —5a*x + 11ах? — 
11x* con а? + 8x? — 4a*x + бах? 

R.: 10а?х — 14ax* 
De la suma de x* + х? —3; —3x + 5 —x'; —5x* + 4х + x‘, restar la suma 
de —7x* + 8x* — 3x + 1 con x* —3 

R.: x“ + бх? — 12x? + 4x +4 
De la suma de m*— n*; —7mn* + 17m*n — 4m*n*; — m* + 6m*n* — 8n*, 
restar la suma de 6 — mê con — т°п? + mn? — 4 

R: тё + 17mîn + 3m*n* — 8mn* — 9n* — 2 


De la suma de a — 7 + a°; a? — at — ба? + 8; — 5а? — lla + 26, restar.la 
suma de — aš + a° — a* con — 15 + 16а? — 8a? — 7a 


R.: a*— 14a? — 4a* — За + 42 


Restar la suma de а? + b* — ab; 7b'— 8ab + За? ; — 5a* — 17b* + 1lab, 
de la suma de ЗЬ? — а? + 9ab con — 8ab — 7b* 


R.: 5b*—ab 


Restar la suma de m*—1; — т? + 8m* — 6m + 5; — 7m — m? + 1 de la 
suma de m*— 16 con — 16m* 4- 7m* — 3 


R.: m*— 17m* + m’ + 13m — 24 
Restar la suma de xî — y; — 2x*y + 5x*y!* — 7х°у?; — 6xy* — 7х?у? — 8 de 
la suma de —x"y* + 7x*y + 11xy* con — ху? — 1 

Ro — + Oxy + хау? + 7х°у* + 16ху* +у? + 7 
Restar la suma de 7a* — a° — 8а; — За° + 11a? — a* + 4; — ба* — 11a* 
— 2а + 8; —5a* + 5а? — 4а + 1 de la suma de —3a* + 7a* — 8a + 5 con 5a* 
— 7a" + 41a* — 50а + 8 


R.: аё + 8a* — 4a* — 2a? + Ha? — 44a 


Restar la suma de a° — 7а?х? + 
de la suma de —4х° + 18a*x* — 


20a*x + 21а?х? — 199x*; x + 9a'x* — 80 
—9a*x — 17a?x* + 11a*x*; a^ + 36 


—5x* + 199x* — 10a*x* — a?x* + 11а*х +99 


R-8 


GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra № 4 


Simplificar suprimiendo signos de agrupación y reduciendo términos semejantes. 


1) 


2) 


6) 


10) 


+e + [—( — жу) + (—3у* + 2xy) — (3% + у?)) Ra 3xy— 4y 
a+ | х + b)— Ca + b—e) + a R: ae 
2x+ y + хэр) Ra —2x +. Y 


— + b)+ (da + 8— [723 + b— (a—b)] D 2] R: a—2b 


(—a + b) + [—(a + b) — (—2a + 3b) + (—b + a—b)] 
R: 3a—7b 


7me— |— [we + 3n — (5—n) — (73 + m5] | — (20 +3) 
Rs Tm? 420 — 5 


2а — (—4a + b) | [4a + (b—a) (- ха) в b 


[— (—а))— [+( a) + | [o + -14601| 
R.: b 


-| [— (a + b) 2 [+[ (e—a +0)))+ [—[=a+(=0))] 


R.: —a+b 


(try [=+00(=40) + y] R. —y +z 


REPASOS DE ALGEBRA R-9 
Repaso de Algebra N° 5 
Simplificar: 


1) — (a + b) —3 [2a + b— (a + 2)] R.: —4a—4b + 6 


2) — [3x—2y + (x—2y) —2 (x + y) —3 2x + 1)] R 4x + 6y +3 
3) ве [0 +5—[—х+х(2 +») R.: 5х? +4х—5 


4) a (x + y) —3(x—y) + 2 [— (x—2y) —2 (—х—у)] 
R.: a— 2x + 10у 
5) —2(a—b) —3 (a + 20) —4 [a — 4 ea EEE 2 (a—)]] 


R. —17a + 12b + 8 


6)m—3(m +n) + [| [— (2n + n) —2—3 (m 2+1)+m]] 


R. —7n4 5 


7) —3 (x 2y) «2| 4[—2x 122201 | | ЕЛ 
R.: 36x + 29у 


ssf (a + b) —3 [—2a + 3b— (a + b)+ (—a—b)+ 2 (—a + b)] a} 
R.: 80a — 50b 


asf- [+ (a +0))] e [—[——a—)]] Nas ъ 


10) a + b—2 (a—b) + s[— [2a + b—3(a + ь-01| 


-3 [a+ 2 1 +а)] R.: —3a + 9b—3 


R-10 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra № 6 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes, para: 


nia 


а=—1;Ь=2;с=— 
1) (a— b)? + (b—c)*-- (a—c)* 
2) (b 4-a)* — (b — c)? — (a— c)’ 
ab 
sapo 
4) (a+ b+ c)*? — (a—b—c)* +c 


5) 3(2a + b) —4a(b + c) —2c(a — b) 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes, para: 


iE A T Bes. 


3 


AL m 


6) 2 


ojx 


7) (a— x)? + (x— y)? + (x* —y*)(m + x—n) 


8) (3x — 2y) (2n — 24n) + deyt — 7 


жарна) 
9) зу sie Des m 
юу 28 2 aa y + 4( 


MI 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 


REPASOS DE ALGEBRA 
Repaso de Algebra N" 7 


(x + 2)* 

(x + 2) (x + 3) 

(x + 1)(x— 1) 

(х— 1)? 

(1 + b)* 

(a + b) (a — b) (а? — b*) 
(х + 1)(x— 1) (*— 2) 
(2а + x)* 

(x + 5) (х — 5) (х + 1) 


(а + 2) (а — 3) (a —2) (a + 3) 


эг... 


цан 


1x4 dx + 4 


: x + 5x + 6 


x—1 


xt—2x +1 


: 1 + 3b + 3b° b) 

: а*— да?" + b* 

2 + گا : 

: Ва? + 12а°х + бах? + x" 


:ox*— 24x? — 25 


at — 13а? + 36 


R-12 GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra № 8 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


1) A—2=(8=x)t=1 R. 3 
2) 14— (5x— 1) (2x + 3) = 17— (10x + 1) (x—6) RU 
3) (х—2)# 4 x(x—3) -3(х + 4)(x—3) — (x4 2)(x—1) 42 Ко 4 
4) (8x—1)*—5(x— 2) — (2x + 3)2— (5x + 2)(x—1) =0 R: S 
5) 2(x—3)* — S(x +1)? + (x—5)(x—3) + 409 — 5x 1) = dit — 12 
Ra 1 

6) 5(x—2)*— 5(x + 3)* + (2x — 1) (5x + 2) — 10x: = 0 В: — 
7) x — 5x + 15 = x(x—3) —14 + 5 (x—2) + 3(13—2x) 20 
В) 3x—6) (3x + 2) —6(3x + 4) (x— 1) —3(9к + 1) (2) =0 R: 2 
9) 7(x—4)*—3(x +5)? = 4(x + 1)(x—1) —2 R: i 
10) 5(1—x)* —6(* —3x— 7) = x(x—3) —2x(x + 5) —2 R: 


xe 


ala 


REPASOS DE ALGEBRA R-13 


Repaso de Algebra № 9 


Descomponer en factores: 

1) 2a?x + 2ах? — Зах 

2) (x + y)(n + 1) —3 (n + 1) 
3) 6m — 9n + 21nx — 14mx 
4) a'— 2a?b* + b° 


2b, b? 
5 149. 


6) a'm*n* — 144 

7) at— (a—1)* 

8) а? —b*— 2bc — с? 

9) (x + y)? + n* —m*— 2n (x + y) 


10) с* — 5c? + 100 


E UE PE 


PARENT, 


ax (2a + 2x—3) 

(n + 1) (х + y — 3) 
(2m — 3n) (3 — 7x) 
(sf — ty 

ae 

(am?n? + 12) (am*n* — 12) 


(а + a — 1) (а —а + 1) 


(a + + c)(a—b— c) 


: (x+y + m—n)(x + y—m— n) 


i (ct 5c + 10) (c? — 5с + 10) 


R-14 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra N° 10 


Descomponer en factores: 

1) 4m* + 81n* R.: (2m* + бтп + 9n*) (2m* — бтп + 9n*) 
2) m* — 12m + 11 R: (m— 1)(m— 11) 

3) x? + 8x— 180 Ёл (x + 18) (x — 10) 

4) m* + mn— 56n? R.: (m + 8n) (m — 7n) 


5) (c + d)* — 18 (c + d) + 65 
R.: (c + d—5)(c + d—13) 


6) 2a? + 5a + 2 R.: (a + 2)(2a + 1) 


7) x + 3⁄2 + 9x 41 


R: (x +1) 
8) 8x — 27y" R.: (2x — 3y) (4x? + бху + 9y?) 
9) 27 (xy) R. (2х + y) (I — 5xy + y?) 
10) x' + 128 Ёл (x + 2) 68 — 2x6 + 4х* — Bx" + 16x? — 32x + 64) 


REPASOS DE ALGEBRA R-15 
Repaso de Algebra N° 11 


Descomponer en factores: 
1) ax* + 10ах? 4-25ax Ёс ax (x + 5)? 


2) 3abx* — 3abx — 18ab 


R.: Sab (x —3) (x + 2) 
3) (x + y)'—1 R. (x? + 2xy + y? + 1)(x + y + D (x + y— 10) 
4) 6&—х° R: (2 + x) (2— x) (x? + 2x + 4) (xf 2x + 4) 
5) х\—х Ri: x(x? + 1)(х + 1)(x—1) 
6) 5a*— 3125 R: 5(a* + 25) (a + 5)(a— 5) 
7) 1 —a*b* R: (1 + ab)(1—ab) (1 + ab + a?b*) (1 — ab + a?b?) 
8) a*—ab* R.: а(а + b)(a— b)(a* + ab + b?) (а? — ab + b?) 
9) 3—3a* R.: 3(1 + a) (1—a)(a* + a + 1) (at —a + 1) 


10) x + x* — 8:8 — 81 
R.: (x + 1)(x + 3) (x —3) (x*+ 9) G8 — x + 1) 


R-16 GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra N* 12 


Hallar el M.C.D., entre: 


1) a? —b*; a? — 2ab + b” R: a—b 
2) pe — уз; (2x — y)* К: 2x—y 
3) 4a? + Ва — 12; 2a? — ба + 4; ба? + 18a — 24 
R: 2(a—1) 
4) 3: —x; 27x! 1; 18x* — 6x + Зах —а + 6x —2 
R.; 3x— 1 
5) 2a? —am + 4a — 2m; 2am* — m°; ба! + 5am —4m* 
R.: 22—m 
Hallar el M.C.M, entre; 
6) За?х — 9а°; x° — 6х + 9 R.: 3a*(x—3)* 
7) (x —1)*; x* —1 R.: (x+ 1) (х — 1)? 
8) а? + a— 30; а? + 3a— 18 К: (а + 6) (а— 5) (а— 3) 
9) 2a? + 2а; За? — 3a; at — а? R.: бағ (а + 1) (а— 1) 


10) 1—а?; 1—а; 1—a*; 1— 2а + а? R: (1+ a)(1—a)*(1 + a + a°) 


REPASOS DE ALGEBRA R-17 
Repaso de Algebra № 13 


Simplificar: 
8-2 . — M4 2a + 4 
Dia. E ET 
n Ab? ISE 
2) b'—a s а? + ab + b? 
3bx — 6x : Зх _ 
dx шайлуу. 
y 5ے‎ в. EE 
125—х* SUUM + Sx + 25 
sj xy 52 1 
8035 — 105” 5 Ey + x) 
Efectuar: 
1 1 1 xl 
8) ax асрах а+х ва x(a + x) 
7) 3x + 2 Sx + 1 4x—1 R. 2x! + 27x—5 
AER TO x+ 4x—5  x'— x + 2 (x + 5)(x—2)(x— 1) 
1 1 1 За + 1 
8) 5543 58-25 1071 R: GE (а 1) 
a+b a E bi + 2ab 
9) асару bts Kr i bi (asb) 
JO m o» s R: 2x* + 3: 


yix sy 2 ` (х + у) (х —у) 


Efectuar: 
a-c1.3a—3  8-а , 3(a + 2) 
1) а-1” 2442 ата-2 Buc 
at—Ba + 7 24-36 | a'—a—42 5 
2) апа 0х а 7 а#—4а—5 шаг! 
3) (a--b)'—c* (a-c)!'—b* a+b+e R.: a(a-- b + с) 
(a—b)*—c*" а? + ab—ac | а? "^ a—b—c 
4) т? + бтп + 9n? x 4m' — п? E m? + 27n* 
2mîn + 7mn* + Зп?” 8m? — 2mn — n? ^ l6m* + 8mn + n° 
: ám + п 
As n(m* — 3mn + 9n*) 
(a? — 3a)? 27—2* . a*—9a* 3 
5) ө-тав  (aa.33— Sa GFE Зар ا‎ =s, 
Hallar el verdadero valor de: 
6) = parax = 2 R: 0 
xL 
7) Tx рагах = a R. 0 
a —а—6 5 
8) MEAE paraa — 3 R. 8 
sid 
95-25 x=1 R.: © (no existe) 
1) 2225 уех к: 2 


GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra N° 14 


REPASOS DE ALGEBRA R-19 


Repaso de Algebra N" 15 


Simplificar: 


R: 1 
ies 42715 Ri 73 
ADA 084 
3) =+ R: 9 
93 HS" E 18:35 E 
7) ax— a (a + b) = —x— (1 + ab) Аз ¡a—1 
8) x(a + Ь) —3—a(a—2)=2(x—1) —x(a—b) R: 


y Em x + n m + n° 


m 
3 (х.х) 21 ع‎ Заз : 
Щщ 3672) st а) = 12a Wb 


R-20 GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra N° 16 
En la fórmula: 


1) A= ne degpejar b 
2)A= (а Un , despejar n 


3) A = nr, despejar г 


4) а? = b? + с?, despejar b 


1 


5) = 3 her, despejar r 
Representar gráficamente: 
6) y =3x +3 
7) у=х—3 
8) y=3+4 
%y=x*+1 


10) xt + y? = 49 


REPASOS DE ALGEBRA 


Repaso de Algebra N° 17 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


1) 


2) 


3) 


4 


6) 


8) 


9) 


10) 


7x—4y = 5 

9x + 8y = 13 

х — 5у = 8 

— 7x + 62у = 25 

1х —9у = 2 

13х — 15у = —2 

3x— (9% + y) = 5y— (2х + 9y) 
4х — (3y + 7) = 5y—47 


a a a 

1 + 5x 
азе 
HER жо 
m n 


R-21 

1 
x=1y=3 
х= 23, y=3 
х= 1,у=1 
х=6,у= 8 
“x=—ly=1 


5 х= mî, у = тп 


A 
ues A 
x= 5, у= —4 

by se i 


GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra N* 18 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


1) 6x + 3y + 22 = 12 


2) 


4 


5 


) 


) 


Sx—y + 42= 37 
10x + 5y + 3z = 21 


x+2%= 11 
2y 4220 
x427-11 


A 
Гаага цан 
жууа @% a 
$6727 
ru 
сане 
De 

х y 
11-28 

4 z 
Lil 
pu 


7x + 10у + 42 = —2 
5x—2y + 62 = 38 
Зх +у—2 = 21 


R.: 


x=5 
y=— 
2=-—3 
x= 
у= —2 
z=4 
x=6 
у= 12 
z= 18 
шаа 
222 
21 
Teig 
tz: 
(4 
i-e 
у=—5 


z=-—2 


REPASOS DE ALGEBRA 
Hallar el valor de las determinantes siguientes: 


6| 2 5—1 
3-4 3 
6 2 4 
DI 273 
1سا‎ —3 4 
2—2- 5 
8) Resolver gráficamente: 
x+y+z=5 


3x+2y+z=8 
2x + Зу + 3z = 14 


9) 2x + 2y + 32 = 24 
4х + 5y + 22 = 35 
3x + 2у + z = 19 


10) Resolver: 
2x— 3y +z + 4u = 0 
3x + y—5z— Зи = —10 
бх + 2y—z + u=-—3 
х + у — 42 — Зи = —6 


R-23 


R-24 GEOMETRIA DE BALDOR 
Repaso de Algebra N: 19 


Desarrollar, aplicando la regla adecuada: 


1) (9ab* + 5a*b")* R.: 81a*b* + 90a*b* + 25a'b* 
2 S V 4 45... 

2) (18-18) R.: g5" — min? * qe? 

3) (a* + 9a*x*)* Ro aw + 27а?!х* + 243a!*x* + 729а! х"! 
Zn Mo M 353... BL 6.5.72 164 

4) (85 x —4y) Rea Y gr 

5) (5x! —7x* + 3x)* R.: 25x* — 70x* + 30x” + 49x! — 42x" + 9x* 


, 25 3 at^ 9 — 2b b: 
51610 18 25 5 81 


R. х1 — 3x! — 3x" + 11x" + 6x* — 12x* — 


10x" 5x хе 
32 Mà 


R: 243 — 135x* + 30x* 


a" 2a* 5at 20а 135a' 486a 729 


P 


1799 9% 3 W^ ob b 


Hallar el 6° término del desarrollo de: 


by 
10) (8-3) R.: —14а%Ь® 


Б“ 


REPASOS DE ALGEBRA 


Repaso de Algebra N° 20 


1) Тат 
2) үх 2х + 3x* + 1 + 2x — x 
3) N42 A E 


3" x 3 


4) (83 TRT + 18 


a df 715a 75 Sar Db 355 
7) Napgvhigb 2 4583 Ba Tda Beh 


Expresar con radical. 
311 
6) Жуй 


Expresar con exponente positivo 
=н 
xy 
8) Expresar sin denominador 
3a?b? 
ax 
9) Expresar con exponente positivo 
ves 
10) Hallar el valor de 


(25) 


223 


R-25 


VE Vy Y 


: Sa'b'yc 


sil — 


a 


R-26 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra N° 21 
1) Hallar el valor numérico, para x — 16, y — 8 


X. 
3 


ox RÀ 
ax dy ia E : 4607 


1 1 
2) Multiplicar x-* por x * R: x7 
3) Multiplicar ordenando previamente 
FI EPI 
47 2a ЗЬ '.-2b-pora-—a 3b ++ b-! 


dva 
Rs а жа tb 2 +a b^ 4-2b- 


a 
4) Dividir añ entre a R: a 
5) Dividir, ordenando previamente 
15a* — 19а + а? + 17 — 24a + 10a™, entre За + 2 — 5a™ 
R.: 5a*— 3a +4— 2am 
6) Hallar el valor de: 


a 1 1 a 


7) Desarrollar: (Vx — Y y) x! — xy! + 3t y — yt 
Ж š 5 3 - 
8) Va? + 4a* — 22? — 12a + 9a R.: a + 2a! — За? 


9) albas на R: “وؤ ۾‎ + дага 


10) AVatbt + 6a?b* + 7— сар R.: atb? + 3— a~m 


REPASOS DE ALGEBRA 


Repaso de Algebra N^ 22 


Simplificar 

1) 5a Y 160x'y*zis 
3 ,/4a* 

2) 5 Wap 

3) %#25а%Ь# 


4) Hacer entero el radical 
5vey V3 


5) Reducir al mínimo común índice 


чузаБ: (Sax; Sac 


6) Escribir de mayor a menor 
УЗ, v5, V32 
7) Reducir 
243—5V5 +Í V5 
8) Simplificar 
249 15] + +56 
9) Simplificar 
VY mn — V 9т?п + Y Tómn? — V dmn? 


10) Simplificar 


3 СЕЕ 3 
5 7625—19 4-5 V175 — 01536 


2 dOaxty'z* Y 20xz 
a 

: gV 

а: ҮЗаЬ 


32a^b^ 
NEXT 
Via 


. X32, V3, W5 


: 127 


: 2nV m —2m Vn 


: 4V5— 9V3 


R-28 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra N° 23 


Efectuar: 
1)5Y12x3y75 R.: 450 
2) (V2 + 3+ V5) х (2-3) к: ү10—ү15—1 
3) 25x x V 125x° R: 5 xy 
4) V 75xeyš + 5 V 3xy R. уүх 
5) ¿VR =PV16% R E 
Desarrollar 
в) (V2—V3)* R. 5—2 V6 
7) Simplificar 
үзү? R.: 2 
Y — = R: 32 њуз 
10) Va+ Vx R. 2a—x + Мах 


2үа + Vx Ё 4а — х 


REPASOS DE ALGEBRA R-29 
Repaso de Algebra N° 24 


2-3 в: 2үзЗ-8ү5-5ү15-1 
2+3+5 л 22 


DividirV2 + VS entre ҮЗ — V5 a; LEEND үй 


1) Racionalizar 


2 


3) Resolver V9x — 14 = 3 Vx + 10—4 R.: 15 
4) Resolver: ro e к: 1 
5) Simplificar 3 V —b* R: 3b%i 
6) Simplificar 

3y —64— 5 V —49 + 3 V —121 R. 22i 
7) Multiplicar 2 V —7 x 3 V —28 R.: —84 
8) Dividir V —150 + Y —3 R: 5V2 
9) Sumar: 

12—11N —1:8 + 7V —1 R: 20—4i 
10) Sumar: 


1—i; 4 + 3i; V2 + 5i Re 4 V2) +i 


R-30 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra № 25 


1) Sumar: 9 + i V3; 9 —i Y 3 
2) Restar 8—7 VÎ de 15 —4Y—1 
3) De —3—7 Y —I restar —3 2 VZT 
4) Multiplicar 8— V —9 por 
п +ү—25 
5) Multiplicar Y 2 — 5i por 
y2 + 5i 
6) Dividir (5 —3 V —I) entre (3 + 4Y —1) 


7) Representar gráficamente 
-1-435 


8) Resolver: 
49x! — 70x + 25 = 0 


9) Resolver: (x —5)* — (x —6)* = (2x — 3)? 


10) Resolver: (2x — 3): — (x + 5)* = —23 


118 


: 18 


: 743i 


—Mi 


103 + 7i 


3— 29i 


REPASOS DE ALGEBRA 
Repaso de Algebra № 26 
Resolver las siguientes ecuaciones: 


1) 5x(x— 1) —2 (2x2 —7x) = —8 


2) —18 


x—135  10(9x + 5) 
єа2-36 xt F 
3) x(x—1)— 5 (x—2) = 2 
4) xt —2ax + at— b" = 0 
42321221 
5 («3 --i 
6) (x — 3)? — (2x + 5)? = —16 
7)2Vx=Vx+5=1 
8)V5x—1— y1—x- V4x 


9) Vx +3 + =5 


6 
Vx+3 
10) Vx 4 Vx+8=2Vx+3 


R-31 


R:—1, 8 
450) 26.2: 
R. 10, = 
R.: 2,4 


R-32 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra № 27 


Determinar el carácter de las raices, sin resolver la ecuación. 


1) $6 —2x + 5= 0 R.: 
2) Зх? + 5x—2 = 0 R.: 
3) 36x* + 12x + 1-0 R. 


Reales, desiguales 
: Reales, iguales 


4) Investigar si — ту 2, son las raices de: 5x — 11x + 2 = 0 


R. 


5) Determinar la ecuación cuyas raices son: 0 y 2 R.: 


6) Hallar dos números cuya suma es —3 $ y cuyo producto 
Ra 

7) Descomponer en factores, hallando las raices: 
11x* — 153x — 180 R: 

Resolver: 

8) х2— 25 =0 R.: 
9) х*— 45х° — 196 = 0 R.: 
10) х? — 41х* + 400 = 0 R.: 


: No 


х —2х = 0 


es 1 


1 
=3y=3 


(11x + 12) (x — 15) 


-5у5 
+7 


+15, +2 


REPASOS DE ALGEBRA к R-33 


Repaso de Algebra N° 28 


1) Transformar en suma de radicales simples: 


473 — 12 V 35 R:3y5—2y7 
2) Hallar el 17? término de la progresión aritmética: 
25 1 
+ اچچ‎ R: 33 


3) Hallar la razón dc la progresión aritmética: 
+1..:—4 R: — 
donde —4 es el 10? término. 


اص 


4) Hallar la suma de los 9 primeros términos de la progresión aritmética: 


1 3 1 
py z. R: 225 


5) Interpolar cuatro medios aritméticos entre 5 y 12 


2 e 


4 
R:5,65 75 95 105, 12 

6) Hallar el 7? término de la progresión geométrica: 
3:92: а 
3:2:5 R.: 243 

7) Hallar el 5? término de la progresión geométrica: 
uc i. Sl 
Tg R.: 250 

8) Hallar la razón de la progresión geométrica de 8 términos: 
455::1::60 R: 2 

9) Hallar la suma de los 10 primeros términos de 
Е „25587 
27:15 R.: 65748 


10) Interpolar 5 medios geométricos entre 128 y 2 
R.: 128 :64:32:16:8:4:2 


R-34 GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra № 29 


Hallar el valor, empleando logaritmos 
1) 95.13 + 7.23 
2) 0.15% 


Ар 
3) 35х34 


3 
9 Vis; 
Dados: log 2 — 0.3010, log 3 — 04771 
log 5 = 0.6990, log 7 = 0.8451 
Hallar: 
5) log 120 
6) log 0.875 
Resolver 
7) 0.2 = 0.0016 
8) 5—* = 625 
Hallar el número de términos de la progresión: 
‚3 
16 


O 2270295... 2049 


: 13.1577 


0.0034 


: 4.6512 


: 1,2077 


+ 2.0792 


1.9420 


Ejercicios adicionales 


GEOMETRIA DE BALDOR 


Prólogo 


El departamento de matemáticas de Publicaciones Cultural, ha preparado es- 
ta guía, tomando en cuenta lo siguiente: 


1. Este texto se ha dividido en 90 partes correspondiendo cada una de ellas a una 
hora de clase, por lo que se supone que el curso normal se cubriría en 90 sesio- 
nes, dependiendo por supuesto de las características del grupo. 

2, Se ha puesto especial énfasis en los puntos que el profesor desearía que sus 
alumnos tuvieran presentes en todo momento, 

3. Al adjuntar esta guía, se ha aumentado el libro original en 450 problemas y, 
en cada una de estas 90 partes se han intercalado 5 problemas que, después 
de cada sesión, el alumno podrá resolver a manera de tarea o bien podrán 
utilizarse para efectuar pruebas o exámenes, razón por la cual deliberadamente 
se han omitido las respuestas. 

4. Esta guía se hizo para impartir el curso de Geometría Plana y del Espacio, no 
obstante que el libro contiene también otros capítulos adicionales como son la 
Trigonometría, Logaritmos, Resolución de triángulos empleando logaritmos, etc. 

5. A título de sugerencia para el profesor sería recomendable que después de ex- 
poner la parte teórica de una cierta sesión y dar los ejemplos que creyera 
conveniente, invitara a sus alumnos a resolver algunos de los problemas del libro 
que tienen respuesta y que se encuentran al final de cada capítulo y después de 
que ellos hubieran adquirido la confianza suficiente, intentaran resolver los de 
la guía. 

6. Los problemas de la guía podrán calificarse como exámenes si se juzga conve- 

niente o bien emplearse para tareas. 

Por regla general, un profesor se ve obligado a recurrir a otros textos en busca 

de problemas adicionales. Esta guía tiene por objeto ahorrarle este trabajo sin 

que se quiera pasar por alto que para impartir una asignatura siempre es ne- 
cesario consultar otros libros. 

8. Con el objeto de enfatizar algunos puntos, se ha creido conveniente introducir 
el color para facilitar la tarea del estudiante, 

9. En la mayoría de los problemas hay un espacio para sus respuestas, sin embar- 
go, se encontrarán algunos cuya solución deberá hacerse por separado debido al 

trazado de curva que requiera el problema en particular y otros que implican 
la demostración de un teorema que requiere un espacio relativamente grande. 

10. Se agradece de antemano cualquier sugerencia respecto a esta guía con el fin 
de mejorarla, 


Los Editores 


E-3 


Introducción 


BREVE RESEÑA HISTORICA 
(Págs. 1-6) 1 


Babilonia, na Grecia. 

Tales de Mileto. 

Pitágoras de E 

Euclides (Elementos). 

Platón. 

Arquímedes de Siracusa. 

Apolonio de Perga. 

Herón de Alejandría. 

Geometrías no Euclidianas 
evsky. 


Puntos importantes 
а) Forma en que contribuyeron estos científicos en la formación de la Geometría. 
^) Ejemplos sobre la aplicación de la Geometría en los problemas prácticos, 


Ejercicios adicionales 

SN a quién se debe el descubrimiento y la demostración, de la relación а? = 
* + с? para cualquier triángulo rectángulo, 

e 

2. Señalar qué aportaciones dio Euclides a la Geometría. 
q s a L gebat. E rM e саа Жс. 


3. ¿Quién demostró la fórmula para hallar el área de un triángulo en función de 
sus lados? 


Respuesta: . 


Respuesta: 


Respuesta: 


Generalidades 


2 (Págs. 7-9) 
Secciones. 

Método deductivo. 

Axioma. 

Postulado. 

Teorema. 

Corolario. 

Teorema recíproco. 

Lema. 


Escolio, 
Problema. 


PALADAR A 


Puntos importantes 
a) Diferencia fundamental entre los conceptos anteriores. 
b) Aplicación de los conceptos anteriores por medio de ejemplos, 
Ejercicios adicionales 
|. Explicar en qué consiste el Método deductivo, 

Respuesta: «х.х» 


2. Decir si todo teorema recíproco es verdadero, Dar un ejemplo de acuerdo con 
su respuesta, 


Respuesta: «eene nehme then hem then heme ette 


3. ¿Es posible que de un Corolario se deduzca un teorema? Dar razones, 
REPRE e ت‎ 5p o ال2 رى‎ Jos e aaa pe a 


4. De los siguientes enunciados, señalar cuál es teorema, axioma, postulado o pro- 
blema: 


a) Construir la circunferencia que pasa por tres puntos dados. 
цг. 
hi El todo es mayor que sus partes. 


Respuesta «echte meh Кккк еки hr 


GENERALIDADES E-7 
с) Hay infinitos puntos. 


Raspes tail gp eae rne 
d) La suma de los ángulos interiores de un triángulo es igual а dos rectos. 


Respuesta 
5. Diga lo que entienda por Lema y por Escolio, 


Rope ase ny казуу но ааа ае rie kr ans enel 


e E 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


(Págs. 9-11) 
Secciones 
10. El punto. 
11. La línea. 
12. Cuerpos físicos y geométricos. 
13. Superficies. 


Puntos importantes 


4) Concepto de punto y línea. 

b) Ejemplos de línea recta, curva, quebrada, cerrada. 
c! Dimensiones de: punto y línea. 

dì Cuerpos geométricos, Sus dimensiones. 


+) Superficies de los cuerpos, Sus dimensiones, 


Ejercicios adicionales 


1 


n 


Trazar dos puntos a 8 cm de distancia uno del otro. Trazar un tercer punto 
que diste 6 cm de cada uno de los dos puntos anteriores. 


РИЙ: + EE ER CE E EIS DUO VIAS 


Trazar dos puntos sobre el papel. Trazar una línea recta que pase por ellos. 
¿Puede trazarse otra línea recta que pase por dichos puntos, diferente de la an- 
terior? 

REPUESTA a ierit e co S CRI 


Trazar un punto en el papel Trazar una línea recta que pase por el punto. 
¿Cuántas líneas rectas puede trazar que pasen por dicho punto? 


Respuesta: .......... 


¿Cuántas superficies tiene el siguiente 
cuerpo geométrico? Señale por medio de 
letras dichas superficies. 


Respuesta: aaa Di Nia даа 


GENERALIDADES E-9 


5. ¿Cuántas líneas rectas tiene la siguiente 
figura geométrica? ¿Es correcto decir que B 


la figura es un cuerpo geométrico? ¿Por 
ques A NU. Хы c 
г. АРОНА: сонаи Хос 


E-10 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


(Págs. 11-13) 


19. Poligonales cóncavas y convexas. 


Puntos importantes 


a) 


b 


а. 


Comprender el concepto de semirrecta y el de segmento, Condición para que 
tres puntos estén en una línea recta. 

Propiedades características de los planos. Representación de un plano por me- 
dio de dos líneas rectas o por medio de tres puntos. 

Ejemplos de intersecciones de planos y la línea diferente que se forma en la 
intersección de dichos planos. 

Definición de poligonal cóncava y convexa, Lados y vértices de la poligonal. 


Ejercicios adicionales 


1 


¿Es posible que por tres puntos diferentes pasen dos planos diferentes? 
Respuestas «semen йЙЄЭйй.ЭйрЫЭрЭЫЭЭнПнрЭЭГ 
¿En cuántas formas podría representar un plano? 

Respuesta: «sessi eene enne en nn enne АА А НТА 


iQué línea se forma en la intersección 
de las superficies de la figura? 


Respuesta; «see nnnm 


Medir la poligonal siguiente y dar 


su longitud total en cm. € 
Respuesta: sss LAA 
5 


¿Cuántos lados tiene la poligonal anterior? ¿Cuántos vértices? 
Respuesta; - 


Calificación—————————— 


GENERALIDADES 


(Págs. 13-17) 


Secciones 


20. Medida de segmentos. 


21. Error. 


22. Operaciones con segmentos. 


23. Igualdad y desigualdad de segmentos. 


Puntos importantes 


а) Diferencia entre el sistema métrico decimal y el sistema inglés, 
b) Medición de segmentos utilizando la regla y el compás. 


<) Diversas clases de errores (de paralaje, de variación de instrumento de medi- 


ción, etc.). 


(1) Ejercicios diversos de suma, resta, multiplicación, igualdad y desigualdad de 


segmentos. 


Ejercicios adicionales 


1. Dados los segmentos a y b, dibujar los segmentos 2a, 3b, a — b. 2а + b. 


Respuesta: , 


2. Utilizando la figura. completar lo 
siguiente: 


озу ыыы 
WC MEA LI IM 
MEA IER TEE 


3. El segmento AB mide 4 cm. Dividir 
el segmento AC en las mismas par- 
tes que el segmento AB. ¿Cuánto 
mide cada parte de AG? 


Respuestas: ¡ha AAA 


4. Dados los segmentos siguientes, com- 
pletar lo que a continuación se ex- 
presa, con los signos =, < o >: 


2 c 
E 
$ B 
c 
A 
1 2 3-45 


gi 
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5, ¿En cuántas partes podría dividir un segmento dado? 


Raspati; сг, Sage ire are 


GENERALIDADES E-13 


(Págs. 17-21) 


Secciones 
24. Geometría. 
25. Teorema 1. 


Puntos importantes 


a) 


Memorizar el concepto de Geometría. 


b) Diversas Geometrías que existen dentro de la Matemática y diferencia entre 


cada una de ellas. 


c) Demostrar el teorema / señalando lo que es hipótesis, construcción auxiliar y 


demostración. 


4) Ejemplos de poligonales señalando cuál es la envolvente y cuál la envuelta. 


Ejercicios adicionales 


Probar que la suma de dos lados cualesquiera de un triángulo es mayor que el 
tercer lado, 


A SO A St Err 


¿Cómo se llama la Geometría que estudia cuerpos geométricos? 


Respuesta: . 


Citar tros tipos de Geometrías diferentes que se estudian dentro de la Mate- 
mática, 


Respuesta: 


. Dibujar una poligonal señalando cuál es la envolvente y cuál la envuelta. 


. ¿Por qué se señala que las poligonales son convexas? ¿Si no son convexas, es 


posible que la envuelta sea mayor que la envolvente? 


1 Angulos 


(Págs. 22-24) 
Secciones 
26. Angulo. 
27. Medida de ángulos. 
28. Relación entre grado sexagesimal y el тайл, 


Puntos importantes 


а! Medición de diferentes ángulos. 

^! Concepto de vértice y de lados de un ángulo. 

*! Notar que se puede dividir la circunferencia en cualquier forma , y la ventaja 
de dividirla en grados sexagesimales. 

4) Sistema circular. El radián. Ejemplos donde se utilice el sistema circular. 

‘| Memorizar la fórmula para la conversión entre el grado sexagesimal y el radián. 


Ejercicios adicionales 


1. Dibujar dos rectas tales que formen un ángulo de: 


а) 30920 
bi 659 407 
с) 110° 30 
d) 900? 15' 
е) 3009 50 


en el aistema sexagesimal. 


м 


¿Cuál es el ángulo que expresado en radianes о en grados sexagesimales tiene 
el mismo valor numérico? 


Respuesta: 


^. Trazar dos rectas tales que formen un ángulo de: 


а) 100° 50" 80" 

b) 200*75" 30° 

©) 350° 10" 90" 0.78 rad. 
en el sistema centesimal. 


+ ¿Cuál ángulo es mayor en la figura? 
Respuesta: 


5. ¿Cuántos segundos tiene un ángulo de 320% 40/2 
ROME Er rca ЧИК CA NES 


E-14 


ANGULOS E-15 


Págs. 24-26 
T ND (Págs. ) 8 


29. Angulos adyacentes. 
30. Angulo recto. 

31. Angulo llano. 

32. Angulos complementarios. 
33. Complemento de un ángulo. 
34. Angulos suplementarios. 

35. Suplemento de un ángulo. 


Puntos importantes 


а) Definición de ángulos: adyacentes, rectos, llanos, complementarios y suplemen- 


tarios, 


b) Complemento y suplemento de un ángulo. 


Ejercicios adicionales 


m 


LIN EN MAN 
Los ángulos АОВ y ВОС son ángulos adyacentes. Si АОВ = 18? 25” 30", obte- 
ner el valor de БОС 5 


KHEN ОЛЫСЫ Users RUE NET SITAM Y TIERRA sita Vielen 


Los ángulos ÁOB y ВОС son complementarios, Obtener el.valor de. ХОВ si 
ВОС = 40° 15°45”, 

Rirpuestaz eser rorem es di ee SMS ah ha a 5. е. 
¿Cuál es el suplemento de cada uno de los siguientes ángulos? 


a) 10° 15 18" 
b) 85? 45' 33" 
с) 105° 30' 02” 


EA ay. 2o er edo А ДЕРЕК арра, 


¿Cuándo se dice que dos ángulos son complementarios? ¿y cuándo son suple- 
mentarios? 


Respuesta: ci A eem nee sensere nnn 


Obtener tres ángulos tales que su suma sea igual a un ángulo llano, el primero 
sea el quíntuplo del tercero, y el segundo sea el cuádruplo del tercero. 


Respuesta ор GA ARA aa Y ЕК НЕЕ 


Calificación. 


GEOMETRIA (BALDOR) — 17. 


E-16 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
9 (Págs. 26-27) 
Secciones 


36. Teorema 2. 
37. Angulos opuestos por el vértice. 
38. Teorema 3. 
39. Angulos consecutivos. 
Puntos importantes 
a) Demostración de los teoremas 2 y 3, señalando la construcción auxiliar en cada 
caso. 
b) Concepto y definición de ángulos opuestos por el vértice, 
¿+ Ejemplos de ángulos consecutivos. 


Ejercici dicionak 


De la figura, obtener: 
1. El valor del ángulo AOD. 
A онен Vp oL ER oH e s a 
AN 
2. El valor del ángulo DOB. 
Respuestas c isses m 
ZN ZN 
3. El valor de AOD + DOB. 
Respuesta: . 
d ZN ZN 
4. ¿Se puede decir que los ángulos AOB y DOC son consecutivos? 


8 


А o b 
Качена: .›...:;.....,.. nio IRIS IEA S ла sys эж a 


5. De la figura anterior, diga cuáles ángulos son consecutivos y por qué. 


Respuesta: 


ANGULOS E-17 


10 
(Págs. 28-31) 
Secciones. 


40. Teorema 4. 
41. Teorema 5. 


Puntos importantes 


a) Demostración de los teoremas 4 y 5. 
b) Recalcar la forma de construir la hipótesis y la demostración de los teoremas. 


Ejercicios adicionales 
1. Dado el siguiente teorema, demostrarlo empleando los conceptos de hipótesis, 
tesis, construcción auxiliar y demostración: 
\ 
“La suma de los-ángulos internos de un triángulo es 180°” 


Sugerencia: 
е guxiliar 


лол 
Aprovechar la propiedad de que a — d por alternos internos. 
2. De la figura siguiente: 
c 


A 
2) 


f ZN ZN 
¿Cuál es el ángulo igual a AOD—COD? 
Respuesta: "EE 
ZN 
з. De la Байа anterior, ¿cuáles el ángulo igual a AOD + BOD — COD? 


Respuesta: ........... уннн titre хаах хуххаххзахэлэ 


E-18 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Z гу 
4. ¿Podría asegurarse que los ángulos АОВ y BCD son adyacentes? Dar razones. 
D 


^ ^^ ^ 
5. Si el ángulo / es igual al doble del ángulo 2 y 2 es el triple del ángulo 3, ¿cuán- 
to mide cada ángulo? 


Perpendicularidad y paralelismo. 
Rectas cortadas por una secante. 
Angulos que se forman 11 


(Págs. 32-35) 
Secciones 
42. Definiciones. 
43. Carácter recíproco de la perpendicularidad. 
44. Postulado. 


45. Teorema 6. 


Puntos importantes 


4) Concepto de rectas perpendiculares. 

b) Análisis de lo que se verifica cuando se traza una perpendicular y varias obli- 
cuas por un punto exterior a una recta, 

c) Análisis de lo que se verifica al trazar por un punto exterior a una recta, va- 
rias rectas que corten a la primera. 


Ejercicios adicionales 
1. ¿Cuándo decimos que dos rectas son perpendiculares? 
Respuesta: «eese carr 


2. Si por un punto exterior a una recta trazamos una perpendicular y varias obli- 
cuas, ¿será alguna de las oblicuas, mayor que la perpendicular del punto a la 
recta? 


найи — l 2 O O ERN EHE E Е наан 


REPOS cio a e eles укка e мз э t a.m... aen ка 


4. ¿Cuántas perpendiculares a una recta podemos trazar que tengan la propiedad 
de pasar por un punto exterior a dicha recta? 


Respuesta: 


E-20 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


5. Si AB = 2 BC y OB 1 АС, ¿será ОА mayor, igual o menor que OC? Explicar 
en qué se basa para dar la respuesta. 


PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO E-21 


Págs. 35-36 
46. Recíproco. 
47. Distancia de un punto a una recta. 
48. Paralelismo. 
49. Teorema 7. 
50. Corolario. 


Puntos importantes 

a) Concepto de distancia de un punto a una recta, 

b) Concepto de 

c). En el teorema 7, observar el hecho de que por un punto no pueden pasar dos 
perpendiculares a la misma recta, 

Ejercicios adicionales 

1. ¿Cuál es la distancia más corta que hay de un punto a una recta? 
Respuesta: cesses e he hehe hr 


2. ¿Cuándo decimos que dos rectas son paralelas? 


3. Mesas noe 1 i c MM 
sí misma? 


ЕРТЕН ЧАВА 


4. ¿Cuántas paralelas a una recta dada, se pueden trazar por un. punto exterior 
a dicha recta? 


ROSA E e aaa 
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13 (Págs. 36-38) 
Secciones 
51. Postulado de Euclides. 
52. Corolario 1 


53. Corolario П. 

54. Corolario III. 

55. Caracteres del paralelismo. 

56. Método de demostración por reducción al absurdo. 


Puntos importantes 


2) Estudio del postulado de Euclides. 

bı Observación respecto a que la negación de este postulado dio origen a las Geo- 
metrías no Euclidianas. 

c) A partir del postulado, deducir los Corolarios I, П y III. 

1) Los caracteres del paralelismo pueden ser expresados también como 


lo. Reflexivo 
2o. Simétrico 
3o. Transitivo 


que son los mismos que los enunciados en la sección 55. 
е) En qué consiste el método de reducción al absurdo, 


Ejercicios adicionales 

|. ¿Qué podemos decir de dos rectas de un plano que son perpendiculares a una 
tercera? 
Respuesta: icine eras naar ada hn. 


2. ¿Cuántas paralelas a una recta dada, se pueden trazar por un punto exterior 
a dicha recta? 


5. ¿Qué podemos decir de dos rectas paralelas a una tercera? 


A A e S e da Же 


4. ¿Cómo es una perpendicular a una recta, con respecto a las paralelas de esta 
recta? 


Respuesta: . 


PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO E-23 
5. Explicar en qué consiste el método de reducción al absurdo. 
Respuesta: cocoa p ale M 


E-24 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


14 Secciones. m 
57. Problemas gráficos. 
58. Rectas cortadas por una secante. 


Puntos importantes 


а) Trazar una perpendicular a una recta dada, que pase por uno de sus puntos 
(por un extremo, por el centro o por cualquier otro punto). 

b) Trazar paralelas a una recta dada, que pasen por un punto exterior a dicha 
recta, 

с) Bisectriz de un ángulo cualquiera, Forma de trazarla. 


Eiercici licional 


1. Trazar la perpendicular al segmento AB, que pase por el punto medio de di- 
cho segmento. 


ж A 


2. Trazar la perpendicular al segmento AB anterior, que pase por el punto B. 
¿Cómo trazaría la misma perpendicular del Ejercicio 2 sin prolongar el seg- 
mento АВ? 


А RA BÓ 
4. Trazar una paralela al segmento AB, que pase por el punto P. 


A 4 B 


5. "Trazar la bisectriz del ángulo ДОВ. 
B 


Calificación 


PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO E-25 


(Págs. 40-41) 15 


59. Angulos internos. 
60. Angulos externos. 

61. Angulos alternos. 

62. Angulos correspondientes. 

63. Angulos conjugados. 

64. Paralelas cortadas por una secante. 
65. Recíproco. 

66. Teorema 8, 

67. Recíproco. 


Puntos importantes 

5) Dadas dos rectas, cortadas por una secante, reconocer los distintos ángulos que 
se forman (internos, externos, etc.). 
Postulado de las paralelas cortadas por una secante. 

с) Teorema 8. 

Ejercicios adicionales 

1. Dada la siguiente figura, decir qué 


ángulos son: 
A AA A 
ajbyh,eyc 
A AA 
ANA 
AA A 
О @у%]ув 
A NA 
djaye,dyh 
A ÑA A 
e) суһ,Ьуе 
Respuesta: a) ....... Г ss ЕБЕ METE Y E 


180° 


5. Dada la figura, demostrar que la suma de sus ángulos internos es 360°. 


A B 
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Respuesta; .. sss sss ss. REN VERI Dr 


4 si MONTA. 


decir qué nombre reciben los ángulos: 
A AA AA AA A 


а булау суву 
A AA AAA AN 


b Аууу dis b; Тус 
АЛ AA ^ 

e y Ty, ya. 
Respuesta: a) .. 
b). 


Гл 


5. Si 2 = 49° еп la figura del ejercicio anterior, escriba los valores de los siguien- 
tes ме 


^ ^ ^ ^ ^ ^ 
а 7 bie of dia eb he nd 
Respuestas: а\ ........... nasa an ГОТА 
САТР ЕР Е желез. НАТ 
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(Págs. 42-46) 16 


Puntos importantes 


4j Demostración de los teoremas 9, 10 y 11. 

b) Recíprocos respectivos de los teoremas anteriores, 

c) Notar que los 3 teoremas anteriores tienen teoremas recíprocos, y no todos los 
teoremas tienen su recíproco, 


Ejercicios adicionales 
mir СЭ” m 
1. De la figura, si СР es la bisectriz de EPD, EH es la bisectriz de BEF y CD | AB, 


^ A 
demostrar que a + b = 90°. 
JUD T crie OA E Pha али ce rores 


^ ^ ^ 
2. Si el ángulo / es igual al ángulo 2 más el ángulo 3, demostrar que AB es para- 
lela a CD. 


E D 
2 
1 

A 3 B 
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= — лак o 
3. Si AB | CD, R$ LST, y 1 = 55°, indicar el valor de los siguientes ángulos: 


а) 2) А 5 B 

^ 1 
b) 3 

^ 
e) 54 c 4 4 
4) 5 s ul 

^ ^ 
Respuestas: à) а= еее no ОН b) 35 27 РРО 
€) Km... ОРОМИ ЛАО dy SOA RRM. 


RAT, у ^ 
4. Si MN || OP, a = 10°, f = 60°, indicar el valor de los ángulos siguientes: 


> 


a) b 
^ 


s = o 
madada 


` 


A A A 


Angulos con lados paralelos 
o perpendiculares 17 


(Págs. 47-49) 


Puntos importantes 
a) Teoremas 12, 13 y 14. 
Ejercicios adicional 


Dado el teorema siguiente: "si los lados de un ángulo son perpendiculares a los 
lados de otro, los ángulos son iguales o suplementarios", completar lo que se indica. 


¿6 
F ^ 
, 

Y 

Y 
bZ ч 
AA [pan 

E н 


Hipótesis: 4B 1 DE, FE 1 ВС. 
^^ 
Tesis: d — c. 
Construcción auxiliar: Trácese EG 1 FE y EH 1 DE. 
Demostración: 
ВА 1 РЕ-. ВА | ЕН. ¿Por qué? 
Reni. AA Ra EE Xs = анал лайн 


^ ^ 
. ^d = a. ¿Por qué? 


TBE s Canis cn enn mmi pnma a AAA 


^ ^ 
€ es el complemento de b. ¿Por qué? 


ЖИНД O Isa ta алж 
^ ^ 

4 también es complemento de b. ;Por qué? 

ЖАРАШАР... asla E Ий»: A tete alas saate EN 
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лол 
5. s. € = a. ¿Por qué? 
Respuesta: 


ANGULOS CON LADOS PARALELOS E-31 


(Págs. 49-53) 
77. Teorema 15. 
78. Teorema 16. 
79. Teorema 17. 


Puntos importantes 


а) Teoremas 15, 16 y 17. 


b) Dada cualqui 


figura relativa a igualdad de ángulos, definir la igualdad de és- 
tos en forma rápida y correcta. 


Ejercicios adicionales 


a 


Indicar si son falsos o verdaderos los siguientes enunciados: 


Si dos ángulos tienen sus lados respectivamente perpendiculares, dichos ángulos 
son complementarios. 


Si un punto pertenece a la bisectriz de un ángulo, éste es equidistante de los 
lados del ángulo, 


Respuesta: .. 


Si dos ángulos son complementarios a un mismo ángulo, estos ángulos son su- 
plementarios. 


Si los lados de un ángulo son paralelos a los lados de otro, dichos ángulos son 
iguales o suplementarios. 


19  Triángulos y generalidades 


(Págs. 54-58) 
Secciones. 
80. Triángulo. 
81. Clasificación de los triángulos. 
82. Rectas y puntos notables en el triángulo. 


Puntos importantes 


) Definición de triángulo, 
b) Elementos de un triángulo. 
“ Clasificación de los triángulos atendiendo a sus lados у а sus ángulos. 
) Qué se entiende por perímetro y por semiperímetro. Fórmula del semiperíme- 
tro de un triángulo cualquiera. 
e) Memorización de lo que es: mediana, altura, bisectriz, icentro, baricentro, orto- 
centro, circuncentro y mediatriz de un triángulo, 


Ejercicios adicionales 


1. Atendiendo a sus lados ¿qué clase de triángulos son los siguientes? 


A PERS 


Rispuésia: > cea улалж emer more ezera eo е II UI SE IAN ха, 
2. Atendiendo a sus ángulos ¿qué clase de triángulos son los siguientes? 


Respuesta: 5 ? 
3 Пейс êa membre do Jip A 
ple que: АС = CD, AD LBG, GD 1 AF у GE = ED. 
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Y 
ака 


a) AE Ь СВ <c) Punto O “¿) Punto P. 


Respuestas: а) . 
e) s 


4 Decir los nombres de los siguientes elementos del triángulo, e ا چ و‎ 
ple que: AD = DB, AE = EC, ER 1 AC, NR 1 АВ, cu 9, Oa? 
aj ER 
b) AS 
c) Punto Q. 
d) Punto R. 


Respuestas: a) . 
e. 


5. ¿En qué clase de triángulos coinciden el baricentro el ortocentro el ¡centro y el 


rircuncentro? 


Respuesta: . 
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P (Págs. 58-60) 
20): аа 

83. Teorema 18. 

84. Angulo exterior de un triángulo. 

85. Teorema 19. 

86. Teorema 20. 


Puntos importantes 
а) Señalar el ángulo exterior en diferentes clases de triángulos. 
b) Memorizar los teoremas 18 y 20, ya que se aplican constantemente en diver- 
sas ciencias, 
Ejercicios adicionales 
^ LN 
1. Si el ángulo 7 es igual а 30? у ЕВС es recto, dar los valores de los ángulos 
23 ` 7. 
BAC + ÁCB y de ÁBC. 


c 


Respuesta: 


3. Un triángulo isósceles tiene un ángulo de 30? en el vértice. ¿Qué ángulos for- 
man las bisectrices de los otros dos ángulos? 


Каралат. а.о a AE eh nat vmm eaa na dime a ase m n Sa T uia хай 
4. ¿Cuál es el menor ángulo que puede ser formado en un triángulo rectángulo? 
ROPA о meg a RA wa lah CS 


y 


¿Es cierto que en un triángulo equilátero de cualquier magnitud, siempre el 
ángulo exterior en cualquier vértice será igual a 120%? ¿Por qué? 


ДИЕ а. нона евра У А аила РЕНО 


Calificación. 
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(Págs. 60-63) 21 


Secciones 
87. Igualdad de triángulos. 
88. Propiedades de los triángulos. 


Puntos importantes 


a) 


Enunciado de los teoremas de igualdad de triángulos. 


b) Mínimo de condiciones que deben cumplirse para que dos triángulos sean igua- 


les. 
с) Lados y ángulos homólogos en un triángulo. 
d) Propiedades de los triángulos, 


Ejercicios adicionales 


Responder con Falso o Verdadero a los siguientes enunciados: 
Dos triángulos son iguales si tienen los tres lados respectivamente iguales. 


Respuesta: o... 


En un triángulo, un lado es mayor que la suma de los otros dos lados y menor 
que la diferencia. 


Respuesta: com heme kee trees mera ener ene meme 
Dos triángulos son iguales si superpuestos coinciden, 


Respuesta: ...... 


. Dos triángulos son iguales si tienen iguales dos lados y el ángulo comprendido 


entre ellos. 


Respuesta: .. 


En un triángulo a mayor lado se opone menor ángulo y viceversa. 
PIU TIT PEE 


Calificación — — — — — — 


Casos de igualdad de triángulos 


22 (Págs. 64-67) 
Secciones 
89. Primer Caso. 
90. Segundo Caso. 
91. Tercer Caso. 
Puntos importantes 


4) Explicar en qué consiste el método de superposición para facilitar la demostra- 
ción de los teoremas correspondientes al Primero, Segundo y Tercer Caso de 
Igualdad de Triángulos. 

5) Memorización de los tres teoremas anteriores, 


Ejercicios adicionales 


B 
En la figura siguiente: 
A Q 
D 
se cumple que 4B = AD y DC = BC. Demostrar que: 
^ A 
l. a= 
PAPI бав ULA ON REUS C NE oe 
zx A 
2. ADE es igual a ABE. 
O AN A ван иаа E 
3. BE = ED. 
Dr rd otras e E ss LEM EC 
4. AC L BD. 
O A otiosa EEE T I DR SIR piwi w BS RN e i 


A PAY 
5. ABC = ADC. 


Respuesta: 
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— ipt 23 


92. Casos de igualdad de triángulos rectángulos. 
93. Aplicaciones de la igualdad de triángulos. 


Puntos importantes 


4) Máximas condiciones para que se cumpla la igualdad en los triángulos rectán- 
gulos. 

b) Diferentes casos y demostración de cada urío de ellos, 

c) Aplicaciones diversas que pueden realizarse utilizando la propiedad de igualdad 
de triángulos rectángulos. 


Ejercicios adicionales 
1. Si BD es la bisectriz del ángulo ABC, CD 1 BC y AD 1 AB. 


2. De la figura anterior, si CD = AD, CD BC y AD 1 AB, demostrar que BD 
es la bisectriz del ángulo АВС. 
ЖИ се E E Еа аЬ 


A a 
que ADC = BDC. € 
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Respuesta: . г... A ede s se sk terere зау nna 


2% A 
ADC = BDC. 


5. Demostrar el siguiente Corolario deducido de los Teoremas de Igualdad de 
Triángulos rectángulos: “Si un ángulo agudo de un triángulo rectángulo es 
igual a un ángulo agudo de otro triángulo rectángulo, los otros ángulos agudos 
de ambos triángulos rectángulos son iguales”, 


TO - ye ua EAE = Yk 


Polígonos 24 


(Págs. 73-75) 
Secciones. 

94. Definiciones. 

95. Diagonal. 
Puntos importantes 
a) Definición de polígono. 
b) Elementos de un polígono. 
с) Perímetro. Fórmula del perímetro de un polígono cualquiera, 
4) Memorizar los nombres de los polígonos de acuerdo con el número de lados que 


tengan éstos. 
e) Definición de diagonal de un polígono. 
Ein 
1. ¿Cómo se llama el polígono que tiene todos sus lados y ángulos iguales? 
Rüspuesia: ............ PORRO PRETIND нд, is, ETENEE AP, IE IRA ee 
2. Si un polígono tiene n lados, ¿cuántos vértices tendrá? ¿y cuántos ángulos? 


Respuesta: ona a a eet rd 


3. Si un polígono regular tiene 12 lados y cada lado mide 4.5 cm ¿cuánto mide 
su perímetro? 


Respuesta: „аан sees eee a e maa a ва 


4. Decir el nombre de los polígonos siguientes de acuerdo con el nümero de la- 
dos dado: 


3 lados Respuestas aos i eterne 
4 lados 
5 lados 
6 lados 
8 lados 
10 lados 
12 lados 


5. Definir lo que es diagonal de un polígono. 
Respuesta: ostra Re e аа nre les 
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25 (Págs. 75-77) 


Secciones. 
96. Teorema 24. 

97. Valor de un ángulo interior de un polígono regular. 
98. Teorema 25. 

99. Valor de un ángulo exterior de un polígono regular. 
00. 


100. Teorema 26. 


Puntos importantes 


а) Memorizar la fórmula para obtener la suma de los ángulos interiores de un 
polígono en función del número de lados de dicho poligono. 

^) Deducir el valor de un ángulo interior de un polígono regular, partiendo de 
la fórmula anterior. 

с) Analizar el Teorema 25. 

4) Fórmula del valor de un ángulo exterior de un polígono regular en función del 
número de lados del polígono. 

*) Aplicación del teorema 26 en diferentes polígonos. 


Ejercicios adicionales 


1. La razón de la suma de los ángulos interiores de un polígono a la suma de los 
ángulos exteriores es de 5:1. ¿de qué polígono se trata? 


RESPONSE severe ira Ee wnt r danaa ROR d 


2. La suma de los ángulos interiores de un polígono es igual a cuatro veces la 
suma de los ángulos exteriores de dicho polígono, ; De qué polígono se trata? 


ПМЕ тн tears A A VENT 


3. En el Pentágono Regular siguiente, calcular el valor de los ángulos que se mues- 
tran en la figura: 


^ 
а) a= 
^ 


VA 


4. En la figura, se encuentra dibujado un polígono regular, Conteste lo que a 
continuación se pide: 


POLIGONOS 


U v; 


E-41 


Be Um # 
R»52e555 
"^n 


SA 


- Si la suma de los ángulos exteriores de un polígono regular es igual а la suma 
de los ángulos interiores de dicho polígono ¿cuántos lados tiene? 
Respuesta: 
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26 (Págs. 77-80) 


101. Teorema 27. 
102. Teorema 28. 
103. Reciproco 


Puntos importantes 
4) Número total de diagonales que pueden trazarse desde todos los vértices, en un 


polígono cualquiera. 


b) Aplicación de la fórmula anterior en diversos polígonos. 
c) Igualdad de polígonos al descomponerlos en igual número de triángulos que 


sean respectivamente iguales, 


Ejercicios adicional 


1 


Si el número de diagonales que pueden trazarse desde un vértice de un polígo- 
no es igual a la suma de los ángulos interiores dividido por 240, ¿de qué po- 
lígono se trata? 

мЛЛОн001ТтТтТТТТЭгХэтЭэ.тЭ. hene 


El námero de diagonales que pueden trazarse desde un vértice de un polígono 
es igual a la suma de los ángulos exteriores menos 358. ; Cuántos lados tiene di- 


cho polígono? 

Respuesta: ii rans ern rn rene T 
¿Cuál es el número total de diagonales que se pueden trazar en un Eneágono? 
Respuesta: аана ения 
¿Cuál es el polígono en el cual se pueden trazar 90 diagonales en total? 
e SEE e EEE 


Si el número total de diagonales que se pueden trazar en un polígono es igual 
al cuádruplo del número de diagonales que se pueden trazar desde un vértice 
¿de qué polígono se trata? 


Respuesta: ussa 


Cuadriláteros 21 
(Págs. 81-82) 


104. Cuadriláteros. 

105. Lados opuestos. 

106. Lados consecutivos. 

107. Vértices y ángulos opuestos. 
108. Suma de ángulos interiores. 
109. Diagonales desde un vértice. 
110. Número total de diagonales. 


Puntos importantes 


4) Definición de Cuadrilátero, 
b) Elementos de un cuadrilátero. 
<) Aplicación de las fórmulas ya vistas, que nos dan la suma de los Angulos Inte- 


riores, las diagonales desde un vértice, y el nümero total de diagonales en un 
cuadrilátero, 


Ejercicios adici 


¿Cuál es el número de diagonales que se pueden trazar desde un vértice en un 
cuadrilátero? 


Respuesta: . 


“La suma de los ángulos interiores de un cuadrilátero es igual a la suma de los 
ángulos exteriores de dicho cuadrilátero”. Demostrar esta aseveración, aplican- 
do las fórmulas adecuadas. 


Respuesta: 
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28 (Págs. 82-85) 
Secciones. 
111. Clasificación de los cuadriláteros. 
112. Clasificación de los paralelogramos. 
113, Clasificación y elementos de los trapecios. 
114. Clasificación de los trapezoides. 


Puntos importantes 


4) Memorización de la clasificación de los cuadriláteros. 
b) Reconocer por medio de las figuras, de qué tipo de cuadrilátero se trata. 
c) Nombres de los trapecios y elementos de los mismos. 


Ejercicios adicional 


Decir si son Falsos o Ciertos los siguientes enunciados; 
1. Rectángulo es el cuadrilátero que tiene sus cuatro ángulos y los lados iguales. 
Respuesta: a ae a nrn narsan 
2. Romboide es el cuadrilátero que tiene los lados iguales y los ángulos contiguos 
desiguales. 
Respuesta: ................... 
3. Trapecios Rectángulos son los cuadriláteros que tienen dos ángulos rectos. 


4. La distancia entre las bases de un Trapecio se llama diagonal, 
Respuesta: ........... узса: К nhe nete 
5. En los Trapezoides simétricos, las diagonales forman un ángulo de 60°. 


Respuesta: isse mm m tert pecie teen ed 


Calitiacin — — —— — — 
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115. Propiedades de los paralelogramos. 


116. Teorema 29. 
117. Recíproco. 


Puntos importantes 

а) Demostración de las propiedades de los paralelogramos. 

b) Mostrar la ventaja en la construcción de paralelogramos, conociendo sus pro- 
piedades. 

с) Propiedades particulares del rectángulo, del rombo y del cuadrado, a partir de 
las propiedades generales de los paralelogramos. 

4) Demostración del teorema 29 y su teorema recíproco. 


Ejercicios adicional 
1. Construir un cuadrado cuya diagonal sea igual a 4 cm. 


2. Construir un rombo cuya diagonal sea igual a 5 cm. 


3. ¿Cuál sería el máximo valor que puede tener un lado de un rectángulo, si las 
diagonales son iguales a 7 cm cada una? 


4. Demostrar la siguiente propiedad de los paralelogramos: “Dos ángulos conse- 
cutivos de un paralelogramo son suplementarios”. 
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5. Aplicando la igualdad de triángulos, demostrar que "Las diagonales de un rec- 
tángulo son iguales". 
Respuesta: 


Segmentos proporcionales 30 


(Págs. 89-91) 
Secciones. 


118. Repaso de las propiedades de las proporciones. 
119. Cuarta proporcional. 

120. Tercera proporcional. 

121. Media proporcional. 

122. Serie de razones iguales. 

123. Razón de dos segmentos. 

124. Segmentos proporcionales. 


Puntos importantes 


a) Explicar lo que se entiende por razón y por proporción. 

h) Definir lo que es el antecedente y el consecuente en una proporción cualquiera. 

c) Memorizar las propiedades principales de las proporciones indicadas en la Sec- 
ción 118. 

4) Analizar lo que es cuarta, tercera y media proporcional. 

е) Comprender el concepto de segmentos proporcionales. 


Ejercicios adicionales 
1. Un número es igual a 275 veces otro número y la razón de estos dos números 

es 7:12. Hallar dichos números. 

Respuestas co eee hne 
2 Encontrar la media proporcional entre 6 y 24. 

Respuesta: «sees eee sees ney a mee es fo arisa 


3. Encontrar la cuarta proporcional a 3, 5 y 27. 
ЛЭЭ 


4. Encontrar el valor de х en la proporción: 


X 


Respuesta: еен енн rna heme КККК hte enne 
5. Encontrar el valor de x en la siguiente proporción. 
(2x +8) : (x + 2) = (2х + 5) : (x +1) 


REPS xela ee meg AS DR ОЗ АНИНА аеннан eins 


Calificación ————— 
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31 (Págs. 91-94) 
Secciones 
125. Dividir un segmento en otros dos que estén en una razón dada. 
126. Teorema 30. 
127. Teorema 31. 
128. Observación. 


Puntos importantes 


а) Establecer la forma de dividir un segmento en una razón dada. 

b) Demostrar que el punto P que se obtiene al dividir el segmento en una razón 
dada es único. 

c) Teorema de Tales. 

4) Demostrar que el teorema de Tales es absolutamente general, y que se verifica 
para cualquier número de paralelas y para cualquier posición de las transversales. 

+) Demostrar que el teorema también se verifica lo mismo que los segmentos sean 
conmensurables o inconmensurables entre sí. 

1) Explicar lo que significa que dos segmentos sean conmensurables o inconmen- 
surables entre sí. 


Ejercicios adicionales 

3 

3: 

A —— 1 


2. Dividir el segmento AB en la razón 5.. 


l. Dividir el segmento AB en la razón 


A ——Ə  ə Ü KB 


x*+* 2 c3 


x—2.c Х + 
= demostrar que también ТОЧ 


4 


5. Si 


Respuesta. 


4. ¿Son V2 y ҮЗ conmensurables? 
Respuesta: .. 


5. Demostrar que en la figura H 2 si se cumple que BD || AE. 
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c 


A Е. 
Respuesta: ориг s Vie Ne asas МА nea ue re daa ai. RSS 
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32 (Págs. 94-96) 
Secciones 
129. Teorema 32. 
130. Recíproco. 
131. Corolario. 


Puntos importantes 


а) Aplicación del teorema de Tales para la demostración del teorema 32. 
b) Demostración del teorema recíproco y del corolario del teorema 32. 


Ejercicios, adicional 


A E 


1. En la figura, si BD || AE y CB = 2АВ, ¿qué valor tienen CD y DE? 
Respuesta: o 


2. Em la figura, si BD || AE, CB = 9 cm, BA = 45 cm y CD = 7 cm ¿qué valor 
tiene DE? 


Respuestas. nemen 


3. Em la figura, si BD || AE y CB — 


Respuesta: "E 


4. Los lados no paralelos de un trapezoide miden 10 y 15 cm, respectivamente. 
Una recta paralela a las bases divide al lado de 10 cm en la razón 1:4. Encon- 
trar en qué razón queda dividido el segmento que mide 15 cm. 


Respuesta: - 


5. Una línea paralela a un lado de un triángulo y que pasa por el centroide de 
dicho triángulo ¿en qué razón divide a los otros dos lados del triángulo? 


Respuesta: ... 


Calificación — —— — — —— 
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(Págs. 97-98) 

Ms 33 
132. Teorema 33. 
133. Problema. 
194. Comprobación. 


Puntos importantes 


4) Propiedad de la bisectriz de un ángulo interior de un triángulo. 
b) Forma de calcular los segmentos determinados en uno de los lados de un 


triángulo, por la bisectriz del ángulo opuesto a dicho lado. 


+) Enseñar a comprobar los valores obtenidos sumando los segmentos, La suma de 


estos segmentos debe ser igual a la magnitud del lado considerado del triángulo. 


Ejercicios adicionales 


1 


Los tres lados de un triángulo miden 20 cm, 16 cm y 12 cm. Encontrar los seg- 
mentos determinados en el lado menor por la bisectriz del ángulo opuesto a 
dicho lado. 


уг. EY 
Repetir el ejercicio 1, pero determinando los segmentos en el lado mayor. 


Respuesta: «see eere nn enn 


Muestre cómo dividir un lado de un triángulo en segmentos proporcionales a los 
otros dos lados. 


Respuestas iioo een 


Los tres lados de un triángulo miden 16, 24 y 32, Encontrar los segmentos de- 
terminados en el lado mayor por la bisectriz del ángulo opuesto a dicho lado. 


Respuesta: 


Repetir el ejercicio anterior, pero determinando los segmentos sobre el lado 
menor. 


Respuestas оаа А 


Calificación. — — —— —— — 
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34 (Págs. 98-103) 
Secciones. 
135. Problemas gráficos sobre segmentos proporcionales, 
136. Dividir un segmento en partes proporcionales a varios números. 
137. Hallar la cuarta proporcional a tres segmentos dados. 
138. Hallar la tercera proporcional a dos segmentos dados. 


Puntos importantes 
а) Resolución de problemas relativos a razones y proporciones empleando el método 
b) car el manejo del compás y la regla. 
Ejercicios adicionales 
Resolver los ejercicios siguientes gráficamente: 
1. Dividir proporcionalmente а 3, 5 y 7 un segmento de 15 cm. 


Respuesiás. ra ga y pes e ala рүш ina АЙ агай e Жар халлаа 
2. Hallar la cuarta proporcional a segmentos que miden 3, 6 y 9 cm. 


БАЛАГ... ne corse skin гарм raid уйд дЫ ST it a A p Dekor MODA лаг 
5. Hallar la tercera proporcional a segmentos que miden 5 y 7 cm. 


Respuesta: ... 
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4. Dados los segmentos w, y, z, construir un segmento x tal que yx = wz. 


ہے 


Respuesta: ............. 


5. Encontrar la cuarta proporcional a segmentos que miden 2, 5 y 3 cm en mag- 
nitud respectivamente. Compruébese algebraicamente. 


Respuesta: .. 


35 . Semejanza de triángulos 


(Págs. 104-106) 


139, Definición. 

140. Lados homólogos. 

141. Caracteres de la semejanza de triángulos. 

142. Razón de semejanza. 

143. Manera de establecer la proporcionalidad de los lados. 


Puntos importantes 


a) Definición de semejanza de triángulos. 

^) Signo de semejanza. š 

с) Memorizar la forma de establecer la proporcionalidad de los lados. 

d) Los caracteres de la semejanza de triángulos también pueden ser definidos como: 


1). Reflexivo, 2). Simétrico, 3) Transitivo. 


Ejercicios adicionales 


1 


Definir lo que se entiende por lados homólogos de un triángulo. 

Бетмена: NARA A rasa 
¿Qué se entiende por razón de semejanza en un triángulo? 

Ripusti: aan aes ау agas жүлгө жаы la có aa 


Establecer la proporcionalidad de los lados de los triángulos siguientes en los 
A АЛ AA A 
cuales se cumple que a = d, b = e, c = f. 


B 


A EN 


А c 
T race a TID ккк онны чазо Сан 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS E-55 
4. ¿Cuándo se dice que dos triángulos son semejantes? 
Respuesta: ....... OS OEA ERES a 


5. Si los ángulos de dos triángulos son respectivamente iguales ¿serán iguales tam- 
bién sus lados respectivos? 


Respuesta. 
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36 (Págs. 106-108) 


Secciones. 
144. Teorema 34. 
145. Casos de semejanza de triángulos. 


Puntos importantes 


4) Teorema fundamental de existencia de triángulos semejantes. 
5) Teorema recíproco. 

c) Definición de los casos de semejanza de triángulos, 

4) Memorizar los casos y ejemplificarlos numéricamente. 


Ejercicios adicionales 
Contestar con Falso о Verdadero los siguientes enunciados: 


1. Toda paralela o un lado forma con los otros dos lados un triángulo igual al 
primero. 


O Калу EA x Rs отет 
2. Dos triángulos son semejantes si tienen dos lados respectivamente iguales. 


SARA rr us AN rU RISUS nS 


3. Dos triángulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales e igual el án- 
gulo opuesto a uno de estos lados. 


A A RE 
4. Dos triángulos son semejantes si tienen dos ángulos respectivamente iguales. 
ЖАЙНАНЫ cnr O O ala roe a эша yka RE 


5. Todo triángulo semejante a otro es igual a uno de los triángulos que pueden 
obtenerse trazando una paralela a la base de éste, 


Beipdéslis. O ЫЙ A O EX ES Ka ep NAE a 


Califtación.— — 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS E-57 


(Págs. 109-112) 37 
Secciones 
146. Primer caso. 
147. Segundo caso. 
148. Tercer caso. 
Puntos importantes 
а) Importancia fundamental de los casos de semejanza de triángulos, debida a su 
constante aplicación. 
5) Demostración de los tres casos utilizando el teorema fundamental de existencia 
de triángulos semejantes. 
ESAD 


Indicar la proporción necesaria para demostrar la semejanza de triángulos en 
los siguientes ejercicios: 


2 N 


Respuesta: ,....-..---6. х.х sehe erise ceres 


== Зр 


Respuesta: cce esee eret IA sets SES 
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Respuestas. iniciar aa odie rr: > DEIA DIRAN х 


4 
+ 
6 
45 


7 


RPO c GEAR e queres дан e rq eco Pa [eju AA as 


5 10 


Хэр 


Bespussta: neenon ree pee ee me op «руб а eR хан Een a (es ауана аа 


Calificación  — — | 


SEMEJANZA DE TRIANGULOS E-59 


(Págs. 112-116) 38 


Secciones 
149. Casos de semejanza de triángulos rectángulos. 
150. Proporcionalidad de las alturas de dos triángulos semejantes. 


Puntos importantes 


а) Razonar los casos de semejanza de triángulos rectángulos. 

h) Notar que las demostraciones se facilitan al tratar con triángulos rectángulos. 

с) Ejemplos relativos а la proporcionalidad de las alturas de dos triángulos seme- 
jantes. 


Ejercicios adicional 

1. La sombra de un árbol, cuya altura no se conoce, mide 15 m, y la sombra de 
unà vara vertical de 6 m de alto mide 2 m. Las medidas fueron tomadas a la 
misma hora, estando el árbol y la vara muy próximos uno del otro, ¿qué altura 
tiene el árbol? 


Demostrar los siguientes enunciados: 
2. Dos triángulos son semejantes si sus lados son respectivamente paralelos. 
ШОЕ Е CIT CONI DIL 
3. Dos triángulos son semejantes si sus lados son respectivamente perpendiculares. 


Respuesta: 


4. Dos triángulos semejantes a un tercero, son semejantes entre sí. 
pc cor T PM M TNR 


La altura trazada a la hipotenusa de un triángulo rectángulo divide al triángulo 
en dos triángulos semejantes entre sí y con dicho triángulo. 


D 


m 
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Relaciones métricas en los triángulos 


(Págs. 117-120) 

Secciones 39 
151. Proyecciones. 

152. Proyecciones de los lados de un triángulo. 

153. Teorema 38. 


Puntos importantes 


а) Hacer notar que las proyecciones son la base de la geometría descriptiva. 

5) Definición de proyección. 

c) Proyección de un segmento en varias posiciones, sobre una recta dada. 

1) Forma de expresar las proyecciones evitando confusiones. 

e) Estudiar con cuidado lo que se verifica al trazar la altura correspondiente a la 
hipotenusa en un triángulo rectángulo. 


Ejercicios adicionales 

1. ¿Qué conclusiones se pueden obtener si las proyecciones de dos lados de un trián- 
gulo sobre el tercer lado son iguales? 
Respuesta: .... 


2. ¿Cuál es la proyección de un segmento sobre una recta, si dicho segmento es pa- 
ralelo a la recta? 


DD em 
3. ¿Cuál será la proyección si el segmento es perpendicular a la recta? 


Respuesta: «ese errore rre IR ER io nnnm aa Кушу. 
4. ¿Son únicas las proyecciones de los catetos de un triángulo rectángulo sobre la 
hipotenusa? 


Respuesta: ................ 


5. ¿Cuál sería la proyección de un cateto sobre el otro cateto en un triángulo rec- 
tángulo? 


Respuestaz, - ха, Сул ANGIE 40,0, O eT. ол, l aoa, o 


E-62 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


40 (Págs. 120-123) 


Puntos importantes 


4) Memorizar el teorema de Pitágoras. 

») Generalizar el teorema de Pitágoras. 

+) Aplicación de la ley de Pitágoras para la resolución de un rombo, de un trián- 
gulo isósceles. de un trapecio, etc. 


Ejercicios adicionales 

|. Encontrar la altura de un triángulo isósceles si su base mide 8 cm y sus lados 
iguales miden 10 cm cada uno. 
Respuesta; г. esee irent оек nnet E een mene 


2 "Encontrar el lado [de un rombo si sus diagonales miden 30 y 40 cm, respectiva- 
mente. 


Respuestac ¿a aint etel eti ket ri IRA UNA vie 


3. Hallar la diagonal d de un rombo si un lado mide 26 cm y la otra diagonal 
mide 20 cm. 


Respuestas о гага i centra ATA a 
4. Encontrar la altura del trapecio de la figura: 
12cm 
cm 
13 cm В 
ст 


Respuesta: 


5. Encontrar el lado de un cuadrado si su diagonal mide 5 cm. 
Respuesta: ... 


Calificación —————————— 


RELACIONES METRICAS EN LOS TRIANGULOS E-63 
(Págs. 123-127) 41 


158. Clasificación de un triángulo conociendo los tres lados. 
159. Cálculo de la proyección de un lado sobre otro. 
160. Cáleulo de la altura de un triángulo en función de los lados. 


Puntos importantes 


1) Aplicación del teorema de Pitágoras para reconocer si un triángulo es rectán- 
gulo, acutángulo u obtusángulo. 

b) Proyecciones de un lado de un triángulo sobre otro lado. La trigonometría fa- 
cilita este cálculo empleando la función coseno, 

t) Memorizar la fórmula para calcular la altura de un triángulo en función de los 
lados. 


Ejercicios adicionales 
1. Clasificar los triángulos siguientes, dados sus lados: 
a) a'=7, b=6, c-2Y85 
b)a=6. b=3 


e) ë = 7? =6 


Respuesta: а)... аана: b). 


2. Dados los lados de un triángulo, a — 14, b — 7, c 
de los lados a y b sobre el lado c. 


Respuesta: . 


3. Calcular la menor altura de los siguientes triángulos: 

a= 12, b 218, с= 16 

bla = 30, b=24, c— 18 

cla-2, bz3, г=4 

Respuesta: а). о... жип ее AA aB: 
4. Calcular la mayor altura de los siguientes triángulos: 

aja= 9, b =8, с= 6 

bla= 8, b=6, 

cja= 7, b=8, с= 10 

Ripene: AA ES Є) гн gua ie 
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5. Dadas las tres alturas de un triángulo ¿podrían calcularse los tres lados de di- 
cho triángulo? 


Respuesta Fay РУТ РЕ kupas di niet E e haare viene 


Calificación ———————= 


. ^ 
Circunferencia y círculo 


(Págs. 128-131) 42 
Secciones. 
161. Definición. 
162. Puntos interiores y puntos exteriores. 
163. Círculo. 


164. Circunferencias iguales. 

165. Arco de circunferencia. 

166. Cuerda. 

167. Diámetro. 

168. Posiciones de una recta y una circunferencia. 
169. Figuras en el círculo. 

170. Angulos centrales y arcos correspondientes. 


Puntos importantes 


а) Conceptos que deben memorizarse. 
— Definición de circunferencia y círculo. 
— Cuerda, arco y diámetro de una circunferencia. 
— Secante y tangente a una circunferencia. 
b) Figuras que deben analizarse: 
— Segmento circular. — Corona circular. 
— Sector circular. — Trapecio circular. 
<) Puntos comunes de una secante y de una tangente con una circunferencia. 
/! Comprender el concepto de ángulo central y de arco correspondiente a dicho 
ángulo. 


Ejercicios adicionales 
Escribir el número que le corresponde en las figuras a los elementos siguientes: 


—— Punto interior — Diámetro ——— Segmento circular 
— Punto exterior — Secante — Sector circular 
— Arco — Tangente —— Corona circular 
— Cuerda —— Radio ——— Trapecio circular 

——— Angulo central 


12 
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43 (Págs. 131-133) 


Secciones 
171. Igualdad de ángulos y arcos. 
172. Desigualdad de ángulos y arcos. 
173. Arcos consecutivos, y suma y diferencia. de arcos. 
174. Teorema 42. 


4) Ejemplos de igualdad y desigualdad de ángulos y arcos. 
b) Operaciones de suma y diferencia de arcos. 
¿) Propiedades del diámetro. 


Ejercicios adicionales 


1. Si un arco se divide en dos partes, ¿su ángulo central quedará dividido tam- 
bién en dos partes? 


Respuesta: 


2. En la figura siguiente, O es el centro de la circunferencia y AB es su diámetro. 
черты ^^ 
Si OD || AC, demostrar que a = b. 


3. ¿Cuánto mide el ángulo central de una cuerda igual al radio del círculo? 
Respuesta: . „о ems ea e eset NES Ses SE Ira ehe жу жуз 


4. ¿Cómo se Патап los lados de un ángulo inscrito? 


Respuesia: .............. eei зу aa es a n enhn eph e eê a 


CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO E-67 


== — ^ ^ 
5. Si OB 1 AC, demostrar que a = b 
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44. (Págs. 133-135) 


Puntos importantes 

а) Comprender el concepto de semicircunferencia y de semicírculo. 
b) Estudiar con cuidado el teorema. 43. 

c) Comprender el teorema 44. 

Ejercicios adicionales 


1. En la figura, si AC es diámetro de la circunferencia, demostrar que Be es 
recto. 


D 


A netter rrt ca e ан ze apa xe Е 


2. En la figura anterior, si AD y BC = DC, demostrar que AC es el diá- 


metro. 


Respuesta: 2.2. eese ehh hehehe mee) 
5. En la figura, AB es el diámetro y la bisectriz del ángulo ACD. ON 1 ЯС y 


OM 1 AD. Demostrar que AC — AD. 


e 


CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO E-69 


En la figura anterior, si Ф - 40 
ZN ZN 

AON = AOM. 

Respuesta: «cesses 


¿Es lo mismo decir semicircunferencia que semicírculo? ¿Por qué? 
LUTTE 
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a) Relaciones entre las cuerdas y los arcos correspondientes. 

b) Relaciones entre las cuerdas y sus distancias al centro. 

с) Ejercicios de aplicación para la comprensión de dichas relaciones. 
d) Teoremas recíprocos respectivos. 


Ejercicios adicionales 
Contestar con Falso o Verdadero los siguientes enunciados: 
1. Diámetros del mismo o de círculos iguales son iguales. 
Respuesta. 


2. En círculos iguales, cuerdas iguales tienen arcos iguales. 
Respuesta: E 


3, Un diámetro perpendicular a una cuerda biseca dicha cuerda y su arco. 
ыда coris s AR a Жз MS quemcunque, АС. PERO 


4. Si un radio biseca a una cuerda, entonces forma con dicha cuerda 60°. 


Respuesta: 


5. En un mismo círculo, cuerdas iguales equidistan del centro del círculo. 


Respuesta: —— DE 


CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO E-71 
(Págs. 138-141) 46 


Secciones 
183. Tangente a la circunferencia. 
184. Teorema 47. 
185. Teorema recíproco. 
186, Normal a una circunferencia. 
187. Teorema 48. 


Puntos importantes 


4) Tangente y normal a una circunferencia, 

b) Punto de tangencia o punto de contacto. 

є) Perpendicularidad de la tangente con el radio, en el punto de contacto. 

4) Demostración del teorema 47. 

e) Distancia de un punto a una circunferencia (cuando el punto es interior y cuan- 
do es exterior). 


Ejercicios adicional 


1. ¿Cómo se llama el punto común a una circunferencia y a una tangente a dicha 
circunferencia? 


Respuesta: MERE 


2. Demostrar: “Una línea recta perpendicular a un radio de una circunferencia 
en su extremo, es tangente a dicha circunferencia”. 


Respuesta: ............. 


лол i 
3. Demostrar que a = b en la figura, si BD es el diámetro de la circunferencia y 
BD || AC. 


Respuesta: 
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4. Si AB es tangente a la circunferencia y O es el centro de dicha circunferencia. 
encontrar el radio de la circunferencia si AB = 4 y АО = 6. 


 ——— ил E 


5. En la figura anterior. O аре col en 
contrar 40. 


Respuesta: ... 


CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO E-73 
(Págs. 141-144) 47 


Secciones 
188, Posiciones relativas de dos circunferencias. 
189. Circunferencias exteriores. 
190. Circunferencias tangentes exteriormente. 
191. Circunferencias secantes. 
192. Circunferencias tangentes interiormente. 
193. Circunferencias interiores. 
194. Circunferencias concéntricas. 


Puntos importantes 
a) Posiciones relativas de dos circunferencias. 


b) Propiedades respecto a la distancia entre los centros de las circunferencias. 
+) Puntos comunes según sus posiciones relativas. 


Ejercicios adicionales 


En el espacio en blanco escribir el nümero correspondiente de acuerdo con la 
posición de las circunferencias siguientes: 


—— Circunferencias tangentes interior- 
mente. 
—— Circunferencias tangentes exterior- 


mente. гч 
—— Circunferencias exteriores, > 
—— Circunferencias secantes ) 
—— Circunferencias interiores, y 
== 
D 
pte 
8 
5 
7 
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48 (Págs. 144-148) 


Secciones. 
195. Teorema 49. 
196. Teorema recíproco. 
197. Teorema 50. 


Puntos importantes 


а) Aprender las fórmulas respectivas que nos dan las distancias entre los centros 


de dos circunferencias de acuerdo con sus posiciones relativas. 


b) Demostración del teorema 50. Recalcar el hecho de que las paralelas pueden 


estar en cualquier posición respecto a la circunferencia, en los tres casos de 
dicho teorema. 


Ejercicios adicionales 


1 


ГЭ 


Si r, = 4 cm y r; = 6 cm, encontrar la distancia entre los centros de las cir- 
cunferencias siguientes: 


Respuesta: sss sss a 


Si rı = 10 cm y rs = 20 cm, encontrar la distancia entre los centros de las 
circunferencias siguientes. 


pU ASPEN TI T T STORE T ULTOR ATUM ГО, 


Demostrar: “Si dos líneas rectas determinan arcos iguales en una circunferencia, 
éstas son paralelas”. 


Respuesta: 


GIRCUNFERENCIA Y CIRCULO E-75 


4. Construir gráficamente la tangente a la circunferencia siguiente en el punto A. 


N 


5. Construir una tangente paralela a la cuerda MN de la circunferencia del ejer- 
cicio anterior. 


ificación — — 


Angulos еп la. circunferencia 
49 (Págs. 149-151) 


Secciones. 
198. Angulo central. 
199. Medida del ángulo central. 
200. Angulo inscrito. 
201. Angulo semi-inscrito. 
202. Angulo ex-inscrito. 


Puntos importantes 

a) Definiciones de ángulos en la circunferencia. 

h) Comprender el concepto de que a igualdad de ángulos, las longitudes de los 
arcos son distintas para circunferencias diferentes. 

c) Comprender lo que es ángulo inscrito, semi-inscrito y ex-inscrito. 

Ejercicios adicionales 


1. Escribir el nombre de los siguientes ángulos en la figura. 


Respuestas: 
A 


ГЭ 


¿Cuál es el mayor valor de un ángulo inscrito en una circunferencia? 


D e TRE TU E ME 


РЧ 


Demostrar que: “En una misma circunferencia o en circunferencias iguales. los 
ángulos centrales son proporcionales a sus arcos correspondientes”. 


Respuesta: - 


ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA Е-77 


4. Trazar, utilizando un transportador, los ángulos siguientes: a) 23° b) 47? с) 
1159 d) 223? e) 345°. 


5. Definir lo que es ángulo semi-inscrito y ángulo ex-inscrito. 
Respuesta: 


E! 
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50 (Págs. 151-154) 


206. Arco capaz de un ángulo. 


Puntos importantes 

4) Medida del ángulo inscrito. Demostración de los diferentes casos tomando en 
cuenta la posición del centro de la circunferencia respecto a los lados del án- 
gulo inscrito. 

5) Ejemplificar el corolario 7. Todos los ángulos inscritos en el mismo arco son 


iguales. Definición de arco capaz. 
c) Memorizar el corolario 2 del teorema 51. 


Ejercicios adicionales 


De la figura siguiente: 


‚ ТҮ ^ с 
1. Si МР = 220° у О = 40°, encontrar MN. 


Respuesta: «cessere 


ES ^ e 
Si MN = 55? y O = 30°, encontrar MP. 


Respuesta: „АА ehh e eene 


EN ry A 
3. Si MP = 200? y PN = 110°, encontrar O. 
Raspustiazn u s 2 cl esset eite э Жараларды a a sss aja 


e A ^ 
4. Si PN — 120? y MN = 70%, encontrar O. 
Respuesta: rs. ннн einen eae enhn 


ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA E-79 


A ^ 
5. En la figura siguiente, encontrar x y y, si x — AB, y — O. 


GEOMETRIA (BALDOR) — 19. 
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51 (Págs. 154-156) 


207. Teorema 52. 
208. Teorema 53. 
209. Angulo interior. 
210. Angulo exterior. 


Puntos importantes 

a) Demostración de los teoremas 52 y 53 respecto a la medida del ángulo semi- 
inscrito y del ángulo ex-inscrito en una circunferencia, 

h) Recordar lo que es punto exterior y punto interior a una circunferencia. 

c) Definición de ángulo interior y ángulo exterior. 

Реан 


L Si x = 50%, encontrar y en la figura siguiente: 


Respuesta: 
2. En la figura anterior, si = = 200°, encontrar v. 
RARER аньанаи AT An оли als баа Vie 
бух pel гэ ZN 
3. En la figura siguiente, si AB = 100% y CD = 90°. encontrar BOA. 


Respuesta: 


ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA Е-ВІ 
H LS O ZN 
4. En la figura anterior, si DOA = 60° y АВ = 105°, encontrar CD. 
Respuesta: sensores 


A АХ A 
5. En la figura siguiente, si AB = 180° y COA = 73°, encontrar BC. 


Rerpuistas 2-2. u ias E aine E a tpa ie ag 


Calificaci 


Relaciones métricas en la circunferencia 
52 (Págs. 157-161) 


Secciones. 
211. Teorema 54. 
212. Teorema 55. 
213. Teorema 56. 


Puntos importantes 


а) Medida del ángulo interior y del ángulo exterior a una circunferencia. 

b) Memorizar las fórmulas que nos dan dichas medidas. 

с) Ejemplos diversos sobre medidas de ángulos interiores y exteriores. 

4) Fórmula que nos da la relación entre dos cuerdas que se cortan en una circun- 
ferencia. 

Ejercicios adicionales 

ZN a 

En la figura, si O es el centro de la circunferencia, ODE = 22? y CD = 93%, 
encontrar: 


ZN 
1. La medida del ángulo COD. 
REA RISE EESTI SE CE AS 
5 A 
2 . La medida del arco BE. 
Res и ЖОШУА erre aito ua RE ppt e Rez auqa GE TR s i S E Rt 2 
гу 
5. La medida del arco BC. 
RESINAS cuire es TIA Sce EIE ela e Mara eli MATE a Ка PES z 
Zx 
4. La medida del ángulo BAE. 
A вена res афа e yi rw ANA a a A aE e 
5. Inscribir geométricamente un ángulo de 45? en una circunferencia. 


Respuesta: 


RELACIONES METRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA E-83 


Págs. 161-163 

sassa — € 53 
214, Teorema 57. 

215. Teorema 58. 

216. División durea. 

217, Cálculo analítico del segmento áureo. 


Puntos importantes 


а) Conceptos que deben memorizarse: 
— Fórmula de la relación entre secantes. 
— Fórmula de la relación entre la tangente y la secante trazadas desde un punto 
exterior a una circunferencia. 
b) Comprender el concepto de segmento áureo. 
с) Aplicando la propiedad de las proporciones calcular analíticamente el segmento 
áureo y establecer la fórmula respectiva. 


Ejercicios adicionales 
|. La circunferencia de la figura бепе por radio 6 cm; siendo О su centro, AB = 
2 cm y AE — 4 cm, calcular AC. 


E 


Respuesta: 


2. Si en la figura anterior AD 
Respuesta: | 


3. Si en la figura, AB = 4 cm, CD = 3.5 cm y ОВ = 5 cm, calcular QD. 


Respuesta; 
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4. En la figura siguiente, si ОТ = 15 cm y QÁ = 7 cm, encontrar el valor de AB. 


5. Si el segmento áureo de un segmento es igual a 7 cm ;cuánto mide dicho seg- 
mento? 


RELACIONES METRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA E-85 
(Págs. 163-166) 54 


Secciones. 
218. Ejemplos. 
219. División áurea de un segmento. Solución gráfica. 
220. Justificación del método gráfico. 


Puntos importantes 


4) Realizar los ejemplos de la sección 218 para calcular los segmentos áureos. 
b) Forma de resolver el problema de la división áurea gráficamente, 
с) Comparar soluciones gráficas y analíticas y establecer la justificación del méto- 


do gráfico. 


Ejercicios adicionak 


Encontrar la fórmula en la que se obtenga el segmento en función del segmento 
áureo: a = f(x): 


RTI: “1. суузы vt A e rg MER Э алтай 


¿Cuál es el segmento cuyo segmento áureo es igual a 11 cm? 


gitud. 


Demostrar que el segmento total es igual a 1.61 veces el segmento áureo. 
КЕЧТЕР TETUER EO no aeneo P NC S mint 


Hallar gráficamente el segmento áureo de 19 cm y comprobar analíticamente. 
Respuesta: . 


Relaciones métricas en los polígonos 
55 regulares 


(Págs. 167-170) 
Secciones 
221. Polígonos regulares. 
222. Polígono inscrito. 
223, Circunferencia circunscrita. 
224. Polígono circunscrito. 
225. Circunferencia inscrita. 
226. Radio de un polígono regular. 
227. Angulo central. 
228. Teorema 59. 
229. Corolario. 
230. Teorema 60, 


Puntos importantes 


4) Conceptos que deben memorizarse: 
— Definición de polígono regular. 
— Radio de un polígono regular. 
— Angulo central. 
b) Comprender los conceptos de: 
— Polígono inscrito y circunscrito. 
— Circunferencia inscrita y circunscrita, 
c) Forma de trazar gráficamente un polígono inscrito o circunscrito a una circunfe- 
rencia. 
4) Demostración de los teoremas 59 y 60. 


Ejercicios adicionales 


Definir los términos que a continuación se indican: 


!. Polígonos regulares. 
Respuesta: . 


2. Polígono inscrito y polígono circunscrito. 
Respuesta: ¿ici nnn 


RELACIONES METRICAS EN LOS POLIGONOS E-87 
1. Circunferencia inscrita y circunferencia circunscrita, 
Respuesta: sise soa ane o E a a e thas e a sassa 


4. Radio de un polígono regular. 


Réspüéslat i.i eene ettet het meten e реА lima 


E-88 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
56 (Págs. 170-172) 


Secciones 
231. Teorema 61. 
232. Apotema. 
233. Cálculo de la apotema en función del lado y del radio. 


Puntos importantes 


4) Memorizar el concepto de apotema. 

^) Analizar el teorema 67 y generalizarlo: Todo polígono regular puede ser ins- 
crito o circunscrito a una circunferencia. 

<) Analizar la construcción gráfica necesaria para calcular la fórmula del apotema 
en función del lado y del radio, 

(l) Hacer notar que el teorema de Pitágoras es la única ayuda necesaria para llegar 
a dicha fórmula. 


Ejercicios adicionales 
|. ¿Qué se entiende por apotema? 
Respuesta: cce ......... 


2. Demostrar que “todo polígono regular puede ser circunscrito en una circunfe- 
rencia”. 


A O 


3. ¿Cuánto mide la apotema de un hexágono de 6 cm de radio? 
ANE a A EE eS EES 


1. Expresar el lado de un polígono en función del radio y de la apotema. 
UU! u... aula rae etait cues x va velt огт Suo que sp Eta ce MEER 

5. ¿Cuánto mide el radio de un hexágono si su apotema tiene un valor de 8 cm? 
Respuesta: 


RELACIONES METRICAS EN LOS POLIGONOS E-89 
(Págs. 172-176) 57 


Secciones 
234. Cálculo del lado del polígono regular inscrito de doble número de lados. 
235. Cálculo del lado del polígono circunscrito. 
236. Aplicaciones. 


Puntos importantes 


a) 
b) 
e) 


4) 


Razonar la forma de construir la fórmula del lado del polígono regular inscrito 
de doble número de lados. 

Notar que se utiliza solamente el teorema de Pitágoras generalizado y la fórmula 
del apotema en función del radio y del lado, para llegar a la fórmula anterior. 
Memorizar las construcciones auxiliares para el cálculo de los lados del polí- 
gono inscrito y circunscrito. 

Resolver los ejemplos de la sección 236. 


Ejercicios adicionales 


Calcular el lado de ип dodecágono inscrito en una circunferencia, en la cual 
se encuentra inscrito un hexágono cuyo lado mide 4 cm. 


PA RA cal il A 


Si el lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia es igual a 23 cm, calcu- 
lar el lado del octágono inscrito en la misma circunferencia. 


ИРЕНЕ 
Basándose en los datos del ejercicio 2, calcular el lado del polígono de 32 lados 
inserito en la misma circunferencia. 


Respuesta 


El lado de un pentágono inscrito en una circunferencia de 18 cm de radio, mide 
91 5.53 cm: calcular el lado del decágono inscrito en la misma circunferencia. 


Respuesta: 


Calcular el lado del polígono de 20 lados inscrito en la circunferencia del ejer- 
cicio 4. 


Respuesta 


E-90 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
58 (Págs. 176-179) 
Secciones. 
237. Cáleulo del lado del hexágono regular. 
238, Cálculo del lado del triángulo equilátero, 


239. Lado del cuadrado. 
240. Teorema 62, 


Puntos importantes 

а) Memorizar el hecho de que el lado del hexágono regular inscrito es igual al 
radio. 

b) Cálculo del hexágono regular, del triángulo equilátero y del cuadrado inscrito. 

c) Deducir los pasos necesarios para el cálculo del lado de cualquier polígono ins- 
crito en una circunferencia. 


Ejercicios adicionales 


1. Calcular el lado del hexágono regular inscrito en una circunferencia de 7.62 cm 
de diámetro. 


Respuesta: «sese reete ee ka Pe a a ee enema aad eese 


2. El lado de un triángulo equilátero inscrito en una circunferencia mide 3.6 cm. 
Calcular el lado del cuadrado inscrito en la misma circunferencia. 


Respuesta: co A esee eae eaae 


5. ¿Cuánto mide la altura de un triángulo equilátero inscrito en una circunferen- 
cia de 7.6 cm de radio? 


Respuestas «eiui eie se КЕ 


4. El lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia mide 11 cm. Calcular el 
lado del triángulo equilátero inscrito en la misma circunferencia. 


Respuesta: scien ss e se r eh meh mme entere et t 


Aplicando la propiedad del segmento áureo, calcular el lado del decágono regu- 
lar inscrito en una circunferencia de 1 m de radio. 


m 


Respuesta: «уш. occ cier e ROA н бала VIII 


Calificación. — —— — — —— — 


RELACIONES METRICAS EN LOS POLIGONOS E-91 


(Págs. 179-183) 59 


Cálculo del lado del decágono regular inscrito en una circunferencia. 
242. Teorema 63. 

243. Cálculo del lado del pentágono regular inscrito en una circunferencia. 
244. Cálculo del lado del octágono regular inscrito en una circunferencia. 


Puntos importantes 
4) Propiedad que tiene el lado del decágono regular inscrito respecto al segmento 


áureo del radio. 


b) Aprovechando esta propiedad calcular el lado del decágono inscrito. 
<) Razonar la propiedad que tiene el lado del pentágono regular, Estudiar la cons- 


trucción auxiliar detenidamente, 


4) Cálculo del pentágono y del octágono regular inscritos. 
+) Comprobación del lado del pentágono por los dos métodos, 


Ejercicios adicionales 


n 


Aplicando la propiedad del segmento áureo, calcular el lado del decágono re- 
gular inscrito en una circunferencia de 21 cm de diámetro. 


Respuesta; coi hs hh eme eene к бтз, 5 


Si un decágono inscrito en una circunferencia tiene 10 cm de medida por lado, 
calcular el valor del radio de la circunferencia a la que está inscrito, 


REPERI Lures sene ЕНЕСИ E a 


Aplicando la propiedad que tiene el lado del pentágono regular, encontrar el 
valor de un lado de éste si está inscrito a una circunferencia que tiene un radio 
de 14 cm. 


Respuesta: a онаа сахна re A De aw меа ca a wa e laje 
Construir el resultado del problema anterior, midiendo la hipotenusa y compa- 
rándola con el resultado obtenido analíticamente, 


ROA а-а ла EN MIA 


Si el lado de un octágono regular es igual a 3 cm, calcular el radio de la cir- 
cunferencia a la que puede estar inscrito, 


Respuestas co A bene 


60 Polígonos semejantes. 
Medida de la circunferencia. 


(Págs. 183-189) 
Secciones 


245. Cálculo del lado del dodecágono regular inscrito en una circunferencia. 
246. Resumen de las fórmulas de los polígonos regulares. 

247. Polígonos semejantes. 

248. Observación importante. 


Puntos importantes 


a) Cálculo del lado dodecágono regular inscrito. 

b) Hacer un cuadro general de las fórmulas obtenidas y dando el valor de un ra- 
dio cualquiera, aplicar las fórmulas para calcular el lado de cualquier polígono 
inscrito. 

с) Establecer los requisitos indispensables para que dos polígonos sean semejantes. 

4) Definición de lados homólogos en dos polígonos semejantes. 

«) Explicar lo que significa: 

— Condición necesaria. 
— Condición suficiente. 
— Condición necesaria y suficiente. 


Ejercicios adicionales 


1. Hallar el lado del dodecágono regular inscrito en una circunferencia que tiene 
2 m de radio. 


Respuesta 
2. Expresar el lado del octágono regular inscrito en una circunferencia, en función 

del lado del pentágono regular inscrito en la misma circunferencia. 

Ri oi os ipa usapu A AA Ud Ым» эга а э УУЛ dn 


3. Encontrar la fórmula del lado del dodecágono regular inscrito en una circun- 
ferencia, en función del lado del octágono regular inscrito en la misma cir- 
cunferencia. 


Во rus ii se 33 х E SGS s onere suma a siwa w 


4. ¿Es necesaria y suficiente la condición de que dos polígonos son semejantes 
cuando tienen sus ángulos ordenadamente iguales y sus lados homólogos pro- 
porcionales? 


E-92 


POLIGONOS SEMEJANTES E-93 


Respuesta: 


5. ¿Cuándo se dice que una condición es necesaria y cuándo que es suficiente? 


Respuesta: -sis eee sese usnaka n r tindi A EO 


Calificació 
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61 (Págs. 189-192) 


Puntos importantes 


а} Teorema 64 de semejanza de polígonos regulares. 
b) Razón de los lados, de los radios y de las apotemas de dos polígonos regulares 


del mismo nümero de lados. 


c) Memorizar la fórmula encontrada en el teorema 65. 
4) Demostración de que la razón entre el perímetro de un poligono regular y el 


radio o diámetro de la circunferencia circunscrita es constante, Ejemplificar. 


+) Aprovechar la propiedad de las poligonales (envolvente y envuelta), para de- 


mostrar el teorema 66. 


Ejercicios adicionales 


Contestar соп Falso о |'erdadero los siguientes enunciados: 
Dos polígonos irregulares del mismo número de lados son semejantes. 


Ripatintie e a a es UC ena P OFN 


La razón de los lados de dos polígonos regulares del mismo número de lados 
es igual a la razón de sus diámetros. 


Resputita? h AA ЫЬ ЛУНУ GEAR EU Ww ss e soe EA 


La razón entre el perímetro de un polígono regular y el radio de la circunfe- 
rencia circunscrita, es constante para todos los poligonos regulares del mismo 
número de lados. 


Respuestas о He ee ad ПО 


En una circunferencia, cl perímetro de un polígono regular de 2n lados es ine- 
nor que el perímetro del polígono regular inserito de п lados. 


— MPIÓ P m o "p Ee Ê 
La razón de los perímetros de dos polígonos regulares del mismo números de 


lados inscritos a circunferencias diferentes, es igual a la razón de los diámetros 
de dichas circunferencias. 


Respuesta: ois rrt rra is Ra ero v: PORT ama SERES S 


Calificación. 


POLIGONOS SEMEJANTES E-95 


(Págs. 193-196) 62 


Secciones. 
253. Teorema 67. 
254. Longitud de la circunferencia, 
255. Relación entre la apotema y el radio. 
256. Teorema 68. 
257. Corolario. 
258. El número 7. 
259. Corolario. 


Puntos importantes 


4) Explicar lo que se entiende por límite. 
5) Demostración de que el límite del polígono inscrito, cuando el nümero de la- 


dos se hace infinito, es la circunferencia en la cual está inscrito dicho polígono. 


+) Analizar la relación de la circunferencia al diámetro para cualquier circunfe- 


rencia, 


4) El número z. Diversas formas de obtenerlo. Irracionalidad de dicho número, 
+) Memorizar la fórmula C = 27r. 


Ejercicios adicionales 


wm 


Conteste con Si o No los siguientes ejercicios: 


La relación de la circunferencia al radio es constante para todas las circunfe- 
rencias. 


по тЭ өөө өө өт, уулс 


. La longitud de una circunferencia depende del diámetro de dicha circunfe- 


rencia. 


Respuesta 


La razón de las longitudes de dos circunferencias cualesquiera, es constante. 


777229 eese ennemi hemhe аак и каза. 


Conociendo el valor de la longitud de una circunferencia, podemos trazarla. 


КОШИ чыз» o oo sobr M ца oas 


El número 7 es racional. 


Respuesta: 


Calificación 2-28 __ 
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63 (Págs. 196-202) 


260. Cálculo de la longitud de una circunferencia. 

261. Longitud de un arco de circunferencia de n^. 

262. Cálculo de valores aproximados de 7. 

263. Método gráfico para rectificar aproximadamente una circunferencia. 
264. Justificación de la construcción anterior. 


Puntos importantes 


4) Aplicaciones de la fórmula de la circunferencia en función del radio. 

5) Memorización de la fórmula que nos da la longitud de un arco de n? en fun- 
ción del radio y de los n° 

<) Entender la forma de obtener valores cada vez más aproximados al valor de 
7 (método de los perímetros). 

4) Analizar el método gráfico para rectificar una circunferencia. 


Ejercicios adicionales 
1. La longitud de una circunferencia es de 3 m. Calcular el radio de dicha cir- 
cunferencia, 


За A Une O A O 


2. El lado del pentágono inscrito en una circunferencia mide 3 cm. Hallar el 
valor de la longitud de la circunferencia. 


A e render Ea ARRAN 


5. Un arco de 60% mide 6 m. Hallar el diámetro de la circunferencia que con- 
tiene dicho arco, 


O a RANA 


1. Rectificar gráficamente una circunferencia que tiene 4 cm de diámetro. 


ROSES AA һә nim Sow slo AA Ad 


ZN ГР! 
5. Hallar el ángulo АОВ en la figura, con los datos siguientes: АВ = 2 ш, OB 
= radio = 1.5 m. 


POLIGONOS SEMEJANTES E-97 


Repueda:.............................. ii Viv e pasa sie SR a 


Calificación — — — —— — — 


64. Areas 


(Págs. 203-205) 

Secciones 
265. Superficie. 

Area. 
267. Medida dc una superficie. 
268. Suma y diferencia de dreas. 
269. Figuras equivalentes. 
270. Caracteres de la equivalencia de figuras. 


Puntos importantes 


а) Conceptos que deben memorizarse. 


— Definición de superficie. 
— Definición de área. 
— Figuras equivalentes. 


b) Comprender el concepto de “medir una superficie”. 
c) Forma de medir una superficie. 

d) Ejercicios respecto a suma y diferencia de áreas. 

е) Caracteres de equivalencia. 


Ejercicios adicionales 


1 


"m 


Definir lo que es área. 
Repita de OE AA S Rae fa aaa osa ERN IA 
Definir lo que es superficie. 


Respuesta: .. 


¿Cómo son las áreas de dos figuras equivalentes? 


NEL: г.а. A AS NA a leia aR E 


Expresar los caracteres o propiedades de la equivalencia de figuras. 
ЗВТ ИЕА 


AREAS E-99 
5. ¿Cómo se efectúa la medida de una superficie? 
Respuesta: 


E-100 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


65 > (Págs. 205-207) 


273. Teorema 71. 


Puntos importantes 


4) Explicar lo que significa unidad común de medida, 

b) Analizar el teorema 69. 

c) A partir del teorema 69, demostrar los teoremas 70 y 71. 
41) Ejercicios que faciliten la comprensión de estos teoremas, 


Ejercicios adicionales 


Dos rectángulos son iguales, si tienen iguales las bases y las alturas respectiva- 
mente. 


ГЭЭ кй,» OPD O ai 


Si dos rectángulos tienen las alturas iguales, sus áreas son proporcionales a las 
bases. 


ET TU зл лез er OS SE A A A 


La razón de las áreas de dos rectángulos es proporcional a la razón del producto 
de las bases por sus alturas, 


Respuesta: ...... a eme EIN tapete Reid stp Do AE 


Si en la figura, A = zg punto medio de BC y DE y BD 2 CE, demostrar que el 


área del triángulo BDE es igual al área del triángulo BCE. 
c 


D 


Resbwesta:: . зз suis 


AREAS E-101 


5. Si en la figura, O es el punto medio de MN y BD, y ABCD es un paralelogramo. 
demostrar que el área del paralelogramo ABNM = área del paralelogramo 
MNCD. 


E-102 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


66 (Págs. 207-209) 


Secciones 
274. Teorema 72. 
275. Teorema 73. 
276. Corolario. 


Puntos importantes 


a) 


Memorizar la fórmula que nos da el área del rectángulo. 


b) Deducir el área del cuadrado a partir de la del rectángulo. 
«) Memorizar la fórmula del área del cuadrado. 


Ejercicios adicionales 


1 


m” 


El área de un cuadrado es igual a 60 cm*, Encontrar el radio del círculo en que 
puede estar inscrito. 


PA acsi ert rai arn tee die Venlo каа айар» a sh am ost s жауа Rc 


La diagonal de un rectángulo mide 10 cm y forma un ángulo de 35? con un 
lado. Hallar el área del rectángulo. 


El área de un rectángulo es de 43 cm* y un lado mide 6 cm; encontrar el valor 
de la diagonal del rectángulo. 


Respuesta: iiss o e eee een la 


El lado de un cuadrado mide x — 2. Encontrar su área. 


Un terreno está valuado en $300.00 el metro cuadrado. Si mide 18 m de lado 
y el terreno tiene forma cuadrangular ¿cuál es el precio de dicho terreno? 


Respuesta: 


AREAS E-103 
(Págs. 209-212) 61 


Puntos importantes 


5) Area del paralelogramo. 

b) Razonar con respecto al área del paralelogramo y la del rectángulo, 
c) Memorizar el área del triángulo, 

4) Demostrar el corolario 1 y 2. 

+) Recordar la definición de equivalencia de figuras geométricas. 


Ejercicios adicionales 
1. Si las áreas de un rectángulo y de un paralelogramo son iguales, ¿cuál será la 


altura del paralelogramo si su base mide 10 cm y la base y la altura del rectán- 
gulo miden 14 y 12 cm, respectivamente? 


Respuesta: оо а e 


2. Encontrar el área de la figura siguiente: 


E 
Š 
9 


Respuesta: 


3. Si un triángulo y un cuadrado tienen áreas y bases iguales, y el lado del cuadra- 
do es de 7 cm ¿cuál es la altura del triángulo? 


Respuesta: o rr ehem themes tnn rne 


4. La hipotenusa y un lado de un triángulo rectángulo miden 24 y 17 em respec- 
tivamente. Encontrar el área del triángulo rectángulo. 


Respuesta: ...... menm 


ии GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


5. Expresar el área de un paralelogramo en función del área de un triángulo que 
tenga igual base y altura que dicho paralelogramo. 


Respuesta: 


AREAS E-105 


(Págs. 212-214) 

жыз se 68 
282. Teorema 76. 
283. Teorema 77. 

Puntos importantes 


а) Deducción del teorema 76 y 77. 
b) Aplicación de los teoremas anteriores en ejercicios” diversos, 
Ejercicios adicionales 
> ZN 
1. Encontrar el área del triángulo ABC si AD = 6 m. AE = 7 m. BD = 1 m, DAE 
A 
= 60° y área del triángulo ADE = 18.19 m”. 


B 
D 
A EC 
Respuesta: RE 
E D 23 
2. En la figura siguiente, si ЯС = 8 m, ЯС” = 9 m, y área del АВС = 30 ши, en- 
a 
contrar el área del AB'C". 
n 
в, 
* co 
Rerpuetia: memor AS «акр E s 
3. En la figura anterior, si AB = 6 m, área del triángulo AB'C' = 60 т? y área 


del triángulo АВС = 50 m°, encontrar la magnitud del lado AB”. 


Respuesta: ..... 


E-106 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


ын 723 
4. En la figura anterior, si AB’ = 3 AB y área del ABC = 10 m*, encontrar el 
A 
área del ABC’. 
по... 
A A pes 
5. En la figura anterior, si AB'C' = 2 ABC у AC = 3 cm, encontrar AC”. 


Respuesta: sis ROR OEMs. 


Calificación. — — — —— — — 


AREAS E-107 
(Págs. 214-216) 69 


Secciones 
284. Teorema 78. 
285. Teorema 79. 
286. Teorema 80. 


Puntos importantes 


a) Memorizar la fórmula del área del triángulo en función de sus lados. 
b) Deducir de esta fórmula, el área del triángulo equilátero, 
<) Analizar la fórmula del área del triángulo en función de sus lados y del radio 


de la circunferencia inscrita. 


Ejercicios adicionales 


1 


T 


Los lados de un triángulo son 6, 7 y 10 m, respectivamente, Hallar su área. 


Respuesta. 


En un triángulo, un lado mide 3 m, otro lado 5 m y su semiperímetro es igual 
a 3.75 m. Encontrar el área de dicho triángulo, 


Respuesta: 


El área de un triángulo es igual а 28 cm" y dos lados miden 9.5 y 7.8 cm res- 
pectivamente. Hallar el valor de su semiperímetro, 


Raspeig Psst asss e 
El área de un triángulo equilátero es igual a 13 cm*. Encontrar el valor del lado. 


Respuesta: 4l a SOU sis viele dte tna nein ie Hirao ns vahine gie unata 


El semiperímetro y el área de un triángulo miden 3 cm y ҮЗ са, respectiva- 
mente. Encontrar el radio de la circunferencia inscrita en dicho triángulo. 


Rajada: халан a ai nm niet aia aia RESI Fe a eain 


Calificación. — ————— — — 
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70 (Págs. 217-220) 


Secciones 
287. Teorema 81. 
288. Teorema 82. 
289. Corolario. 
290. Teorema 83. 


Puntos importantes 


4) Conceptos que deben memorizarse. 


— Area del triángulo en función de sus lados y del radio de la circunferencia 
circunscrita. 
— Area del rombo. 
-- Area del cuadrado en función de su diagonal. 
- Area del trapecio. 


^) Comparar las fórmulas del área del cuadrado en función de su diagonal y la 


del rombo. 


+) Escribir las fórmulas de las áreas con palabras у memorizarlas de esta manera. 


Ejercicios adicionales 


l 


ю 


an 


Encontrar la fórmula del radio de la circunferencia circunscrita en un triángulo. 
en función de los lados únicamente de dicho triángulo. 


борбена: Л. ipod ао ана e aha O A r 


Si los lados de un triángulo miden 7, 7.5 y 8 cm, respectivamente, encontrar el 
área y el radio de la circunferencia circunscrita en dicho triángulo. 


Respuesta: co pr tre enine al ja 
El área de un 10mbo es igual a 28 cm*. Encontrar el valor de la diagonal. 
Respuesta; sas 
La diagonal de un cuadrado mide 6 cm. Hallar su área, 


Respuesta: iii sia cee rr ra a estea 


Demostrar que el área de un trapecio es igual al producto de la altura por la 
línea media (es el segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos). 


Respuesta: .....................%:.. уо... hee nehme rere 


Calificación. — — — — —. 


AREAS E-109 
(Págs. 220-223) 11 


Secciones 
291. Teorema 84. 
292. Teorema 85. 
293. Corolario. 


Puntos importantes 


л) Conceptos que deben memoriarsez 
Area de un polígono regular. 
Area del círculo, 
b) Estudiar los teoremas 84 y 85. 
+) Analizar los conceptos de límite para la demostración del área del círculo. 


Ejercicios adicionales 
1. El área de un pentágono es igual a 23 nı, Encontrar el valor de su lado. 


Respuestas cia a e 


2. Encontrar el área de un triángulo equilátero si su apotema es igual a 2V 3 cm. 


Respuesta: 


^. Hallar el área de una circunferencia si su diámetro mide 3 m. 


Respuesta: 


4. El área de una circunferencia es igual a 20 w. Hallar el lado del pentágono 
inscrito en dicha circunferencia, 


Respuesta: rg 


5. La apotema de un hexágono es igual a 13 cm. Hallar el valor de la razón de las 
áreas de la circunferencia circunscrita y de dicho polígono. 


Respuesta: a een К Дена milen ene em 


Calificación — —- — 
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(Págs. 223-226) 12 


297. Sectores circulares semejantes. 
298. Teorema 88. 


Puntos importantes 


а) Deducción del área de una corona circular. 
b) Memorizar la fórmula del área del sector circular. 
c) Comparar el área del sector circular con el área de un triángulo que tenga por 


base la longitud del arco del sector y por altura el radio de la circunferencia. 


4) Propiedades de los sectores circulares semejantes. 


Ejercicios adicionales 


Encontrar el área de una corona circular comprendida entre dos circunferencias 
de longitudes iguales a 12 т y 107 m, respectivamente. 


A O E O Du sas 


El área de una corona circular es igual a 33 m* y su radio mayor mide 4 m. 
Encontrar el radio menor de dicha corona. 


Respuesta: .. 


. Encontrar el ángulo central de un arco cuya longitud es de 127 cm si el área 


del sector circular es igual a 487 ст. 


Respuesta: о-о see Tala ale a О 


Si el área de un sector de una circunferencia de 4 m de radio mide 16 m*, en- 
contrar el área del sector semejante al anterior en una circunferencia de 5 m 
de radio. 


A me ay E ED E ROSA E O vs Ze d reto Tope 


Encontrar el área de un sector circular de 60? si el radio de la circunferencia 
es igual a 6 cm. 


A O e A AN 


AREAS E-111 


(Págs. 226-232) 7% 


Secciones 
299. Teorema 89. 
300. Corolario. 
301. Area del segmento circular. 


Puntos importantes 


a) Deducir la fórmula para calcular el área del trapecio circular, 

b) Equivalencia entre el trapecio circular y el trapecio rectílineo. Condiciones. 
с) Razonar la forma de hallar el área de un segmento circular. 

4) Hacer un resumen de fórmulas para la aplicación directa de ellas. 


Ejercicios adicionales 


Encontrar el área de un trapecio circular limitado por dos radios que forman 
un ángulo central de 25? y por dos arcos de radios 28 y 35 cm, respectivamente. 


PLN e T yA pi ная E TADOS SE AAA 


Encontrar el área de un segmento circular si el radio de la circunferencia es de 
8 cm y su ángulo central es de 75°. 


N тена тоа o A TI CO 


. Hallar el área de un segmento circular si su cuerda mide 20 cm y está a una 


distancia de 4 cm del centro de la circunferencia, 


Réspuetth: ¿non E poer edens eB nata O ВД 


Hallar el área de la figura siguiente: 


Гы тен ы ДИЕ) жы мт CERE D mS 
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5. Hallar el área sombreada de la figura siguiente donde r, y г: son los radios de 
las circunferencias correspondientes. 


p Р ай... 
Жакама: дуй сү ete RA НЯ УР e RUE МИЛ, POCO POON 


Сема  — — —— 


Rectas y planos 74 


(Págs. 233-236) 
Secciones 
302. Determinación del plano. 
303. Posiciones de dos planos. 
304. Posiciones de una recta y un plano. 
305. Posiciones de dos rectas en el espacio. 
306. Teorema 90. 
307. Teorema 97. 
308. Corolario. 
309. Teorema 92. 


Puntos importantes 


а) Analizar las diversas formas de determinar un plano. 

Ь) Comprobar que las únicas posiciones que pueden tener dos planos entre sí son: 
cortarse o ser paralelos, 

c) Determinar las posiciones que pueden ocupar una recta y un plano. Igualmente 
para las posiciones de dos rectas en el espacio. 

1) Intersecciones de dos planos paralelos con un tercer plano que los corte. 

r) Analizar los teoremas 97 y 92. 


Ejercicios adicionales 


1. ¿Puede determinarse un plano por, dos puntos? ¿Por tres puntos situados еп una 
línea recta? ¿Por qué? 


4. ¿En qué caso dos rectas tienen más de un punto común? 


Respuesta: 


E-114 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


5. Demostrar el teorema siguiente: 
Una recta perpendicular a otras dos que se intersecan, es perpendicular al plano 
formado por dichas rectas. 


Respuesta: 


RECTAS Y PLANOS E-115 
(Págs. 236-239) 15 


Secciones. 
310. Teorema 93. 


311. Teorema 94. 
312. Teorema 95. 
313. Teorema 96. 
314. Recta perpendicular a un plano 


Puntos importantes 


4) Analizar los teoremas 93 y 94. 

b) Estudiar detenidamente el teorema 95. 

<) Demostrar que los segmentos correspondientes que se forman al cortar dos rectas 
con un sistema de planos, son proporcionales, 

4) Memorizar el concepto de recta perpendicular a un plano y pie de la perpen- 
dicular. 


Ejercicios adicionales 


Contestar con Falso o Verdadero los siguientes enunciados: 
l. Si un plano corta a uno de dos planos paralelos, corta también al otro. 


Respuesta: «sse АТ iii i ia 


2. Si dos planos son paralelos a un mismo plano, tienen una recta comün. 


4. Si se cortan dos rectas por un par de planos paralelos, los segmentos correspon- 
dientes son proporcionales. 


Respuesta. 


5. Una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a una de las rectas 
del plano que pasa por la intersección. 


Respuesta: + + 


E-116 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 
(Págs. 239-242) 


Secciones. 


315. 
316. 
317. 
318. 
319. 
320. 


321. 
322. 


Puntcs importantes 


Distancia de un punto P a un plano a. 

Paralelismo y perpendicularidad, 

Distancia entre dos planos a y f paralelos. 

Postulados, 

Angulo diedro. 

Angulo rectilíneo correspondiente a un diedro. Medida de un ángulo 
diedro. 

Igualdad y desigualdad de ángulos diedros. 

Angulos diedros consecutivos. 


а) Analizar cuál es la distancia de un punto P a un plano a. 
5) Comprobar que dos rectas paralelas son perpendiculares a un plano, si y sólo 
si una de las rectas es perpendicular a dicho plano. 
e) Visualizar dos planos paralelos en el espacio y la distancia entre dichos planos. 
Comprobar que esta distancia es la mínima que existe entre los planos. 
4) Memorizar los conceptos de: 
— Angulo diedro. 
— Caras del diedro. 
— Aristas del diedro. 
— Angulo rectilíneo de un diedro, 
= los diedros consecutivos. 
e) Definición de igualdad y desigualdad de ángulos diedros. 


Ejercicios adicionales 


хэ» 
1. ¿Cuál es la distancia del punto P al plano de la figura, si АРВ es perpendicular 
al plano, AB — 16 cm, AP — 12 cm y BP — 18 cm? 


P 


2. ¿Cuál es la distancia entre dos planos paralelos? 


Respuesta: ..... 


RECTAS Y PLANOS E-117 
3. Explicar lo que es un ángulo diedro. 


Respuesta: 


4. En la figura siguiente, encuentre dos pares de ángulos diedros consecutivos. 


Respuestas sisse esee nnne enm eme eei the herbe eee hehe 


5. ¿Pueden tener una arista común dos ángulos diedros? ¿Pueden tener una cara 
común? ¿Por qué? 


Respuesta: 
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77 (Págs. 242-245) 


Secciones 
323. Planos perpendiculares. 

324. Plano bisector de un ángulo diedro. 

325. Proyección de un punto Á sobre un plano a. 

326. Distancia entre dos rectas que se cruzan. 

327. Angulo poliedro convexo. 

328. Sección plana de un ángulo poliedro. 

329. Angulos diedros en un ángulo poliedro. 


Puntos importantes 


a) 


Definición de planos perpendiculares aprovechando la definición de ángulo 
diedro. 

Comprobar las propiedades de los planos. 

Perpendicularidad de los planos bisectores de dos diedros adyacentes. 

Proyectar diversos puntos sobre un mismo plano y verificar el paralelismo de las 
perpendiculares bajadas de los puntos al plano. 

Analizar cuál es la distancia entre dos rectas que guarden diferentes posiciones 
en el espacio. 

Memorizar los conceptos siguientes: 

— Plano bisector de un ángulo diedro. 

— Angulo poliedro convexo. 

— Angulos diedros en un ángulo poliedro. 

— Sección plana de un ángulo poliedro. 


Ejercicios adicionales 


Demostrar: Dos planos son perpendiculares entre sí, si uno de ellos forma con 
el otro dos ángulos diedros adyacentes iguales. 


Respuesta: «уу sees eene nhe rre cea rea 


Demostrar: Si de un punto interior a un ángulo diedro trazamos las perpen- 
diculares a las caras del diedro, el plano determinado por las rectas perpendicu- 
lares será perpendicular a las caras del diedro. 


Respuesta: +. + 


Demostrar: Cualquier punto que equidiste de las caras de un ángulo diedro, está 
contenido en un plano que biseca dicho ángulo diedro. 


Respuesta 


4 


or 


RECTAS Y PLANOS E-119 
La distancia del punto P a la arista del ángulo diedro recto ABMN es igual a 


30 cm; encontrar la distancia del punto P considerado a las caras del diedro, si 
dicho punto está contenido en el plano bisector del ángulo diedro recto ABMN. 


M 


A 


Rapid. TOG. А лда baee evisos y ord uw ду dat quid 34 


Un segmento de recta que mide 18 cm forma un ángulo de 60? con un plano a. 
Encontrar la longitud de su proyección en el plano a. 


JUNIO, OC E Ap aê IS RO EAR SSE 


Calificación — — — —— ———- 
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18 (Págs. 245-249) 


Secciones 
330. Angulo triedro. 
331. Clasificación de los triedros. 
332. Poliedro convexo. 
333, Poliedros regulares. 


Puntos importantes 

4) Memorizar lo que es un ángulo triedro. 

b) Definir: triedro rectángulo, birrectángulo y trirrectángulo. 

¢) Dibujar un poliedro convexo de acuerdo con su definición. 

4) Memorizar el nombre de los cinco poliedros regulares de 4, 6, 8, 12 y 20 caras 
respectivamente, 

e) Comprobar que únicamente hay cinco poliedros regulares convexos. 


Ejercicios adicionales 
+ Definir lo que es un ángulo triedro. 
ШАШ л си а AS Yet Sn Us 


2. ¿Cuáles son los triedros isósceles? 
Fus pannis. ds НГЕ, онан 


3. ¿Cuál es la propiedad más importante que tiene un poliedro convexo? 


омраглыаг Тус, л E ОГЕЛЕ. EPIS. „сало esae e RS SET E ERIS ide 


5. ¿Cuántos poliedros regulares convexos existen y por qué razón? 
ЖИШШ... шша ART VAST caue y QI E TNR TERT RU: 
5. Dado el número de caras de los poliedros regulares, escribir su nombre corres- 
pondiente a continuación de cada uno de ellos: 
4 caras 
6 caras 
8 caras 
12 caras 


20 caras 
Calificación. 


Prísmas y pírámides 


(Págs. 250-253) 


Secciones 


334. 
335. 
336. 
337. 
338. 
339. 
340. 


Puntos importantes 


Prisma. Definición y elementos. 
Paralelepípedo. 
Ortoedro. 


a) Memorizar los conceptos de: 
Prisma. 


= Prisma recto. 


— Prisma oblicuo. 
— Paralelepípedo. 


— Ortoedro. 
— Cubo. 

— Romboedro. 
— Pirámide. 


с) Clasificación de los prismas. 
d) Verificar que en el ortoedro, el cuadrado de la diagonal es igual a la suma de 
los cuadrados de las tres aristas que concurren en un mismo vértice. Notar que 
la aplicación del teorema de Pitágoras es lo más importante para realizar esta 


demostración. 


e) Clasificación de las pirámides. 


Ejercicios adicionales 


1. Definir lo que es un prisma. 


79 


b) Estudiar lo que son las caras laterales, aristas laterales y altura de un prisma. 


2. ¿Cuánto mide la diagonal de un ortoedro si sus lados miden 4, 6 y 8 cm respec- 


tivamente? 


ISP OR obe: N NES TONNE. DALT кА O NARA 


5. Deducir la fórmula de la diagonal de un cubo efi función de un lado 1. 


Respuesta: . 


E-122 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


4. ¿Qué es una pirámide? 


Respuestas «esse 


5. ¿En qué se basa la clasificación de los pirámides? 


Respuesta: 


CAMERE. — — — 


PRISMAS Y PIRAMIDES E-123 
(Págs. 254-257) 80 


Secciones 
341. Pirámide regular. 
342. Teorema 98. 
343. Areas de los poliedros. 
344. Prisma recto, 
345. Sección recta de un prisma. 
346. Area lateral de un prisma cualquiera. 


Puntos importantes 


а) Estudiar el teorema 98. 
b) Memorizar los conceptos de: 
— Pirámide regular. 
— Apotema de una pirámide regular. 
с) Analizar lo que es el área total y el área lateral de un prisma o pirámide. 
4) Deducir las fórmulas del área lateral y total de un prisma recto. 
€) Determinar las diversas rectas formadas en prismas diferentes. 


Ejercicios adicionales 


1. La altura de una pirámide de base cuadrada es igual a 16 m y el área de una 


sección paralela al plano de la base y a 6 m de ésta, es de 56.25 m”. Hallar el 
área de la base de la pirámide. 


Шораан Ро e eR ЯШЕ JE O dana 


Encontrar el área lateral y el área total de un prisma recto de 7.5 cm de alto, 
que tiene por base un pentágono cuyos lados miden 3 cm. 


Respuesta: ¿amoo E RE LA ANA EAS A REP E i e 


Si el área lateral y total de un prisma recto miden 85 y 200 ст?, encontrar la 
altura de dicho prisma si su base es un octágono regular. 


Respuesta: 


Encontrar el área lateral de un prisma recto si su base es un triángulo equilátero 
con un área de 15 сп? y su altura es igual al triple de la magnitud de un lado 
de la base. 


Respuesta: 


5. El perímetro de la base de un prisma recto mide 14 m y su área lateral es igual 


a 324 m°. Encontrar su altura. 


Respuesta: 


Calificación. — —— — ——————— 
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81 (Págs. 257-261) 


Secciones 
347. Pirámide regular. 
348, Tronco de pirámide, Area lateral y total. 


Puntos importantes 


a) Examinar el área lateral de una pirámide regular y memorizar su fórmula res- 


pectiva. 


b) Deducir la fórmula del área total de una pirámide regular cualquiera. 
с) Estudiar lo que es un tronco de pirámide y pirámide deficiente. 
4) Estudiar cuidadosamente la fórmula del área lateral y la del área total de un 


tronco de pirámide. 


Ejercicios adicionales 


л 


Encontrar el área lateral de una pirámide regular si el perímetro de la base 
mide 108 m y la altura de una de las caras laterales es igual a 11 m. 


Respuesta: ... 


Encontrar la fórmula del área total de una pirámide cuadrangular en función 
de las diagonales de la base y de la altura de la pirámide. 


yore redeem ОО DE aaa сол n 


El perímetro de la base mayor de un tronco de pirámide es igual a 85 cm y el 
semiperímetro de la base menor es igual a las dos quintas partes del perímetro 
de la base mayor. Encontrar la apotema del tronco si su área lateral mide 800 
си, 


Respuesta: »«« «eei eeu e ARS ue 


. La base de una pirámide cuadrangular mide 8 cm de lado. Si el área total es 


igual al doble del área lateral de la pirámide, encontrar el valor de dichas áreas. 


Respuesta: - + 


Hallar el área total de un tronco de pirámide hexagonal regular si las bases 
miden 8 y 5 cm de lado respectivamente, y la altura del tronco de pirámide es 
de 5 cm. 


OS NT E asses e d edo ara : 


Calificación — —— — —— 


Volúmenes de los poliedros 82 


(Págs. 262-265) 


Secciones. 
349. Definiciones. 
350. Teorema 99, 


Puntos importantes 


4) Memorizar la definición de volumen de un poliedro. 
b) Estudiar las diferentes unidades que existen para expresar el volumen de un 


cuerpo. 


c) Fórmula del volumen de un ortoedro. 


Ejercicios adicionales 


Explicar lo que es volumen de un poliedro. 
RUBER: nr ya as aA A ead acd anres ¿EÑ ie RUE 


¿Cuántos ст? hay en 18 m”? 


Si el volumen de "п ortoedro es igual a 25 m? y el área de la base 10 12, 
encontrar la altura de dicho ortoedro. 


Respuesta: .. 


Encontrar la fórmula del volumen de un cubo en función de su diagonal. 
pa is EA O ае RE Se 


Si el volumen de un cubo es numéricamente igual al duplo del cuadrado de un 
lado de dicho cubo, encontrar el lado y el volumen del cubo, 


Respuesta: .. 
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83 (Págs. 265-268) 


Secciones. 
351. Teorema 100. 
352. Teorema 101. 
353. Teorema 102. 
354. Prismas iguales. 
355. Prisma truncado. 


Puntos importantes 


а) Estudiar los teoremas 700, 101 y 102. 
b) Igualdad de prismas, Propiedades. 
+) Memorizar la definición de prisma truncado, 


Ejercicios adicionales 


mI 


Contestar con Cierto о Falso los siguientes enunciados: 
La razón de los volúmenes de dos pirámides de igual base es igual a la razón 
de sus alturas respectivas. 


Respuesta 


La razón de los volúmenes de dos pirámides de igual altura es proporcional al 
producto de sus bases respectivas. 


Respuesta: Ss агаа бнаа earn К nennen p gauname 


La razón de los volúmenes de dos ortoedros es igual a la razón de los productos 
de dos de sus dimensiones. 


нг 


Dos prismas rectos que tienen iguales sus bases y sus alturas, tienen diferentes 
áreas laterales. 


Respuesta: coo 


Prisma truncado es la porción de prisma comprendida entre la base y un plano 
paralelo a dicha base que corte a todas las aristas laterales. 


Respuesta: 


VOLUMENES DE LOS POLIEDROS E-127 
(Págs. 269-272) 84 


Secciones 
356. Prismas equivalentes. 
357. Teorema 103. 

358. Teorema 104. 
359. Teorema 105. 


Puntos importantes 


a) Estudiar la equivalencia de prismas. Verificar la igualdad de volúmenes en pris- 
mas equivalentes. 

b) Demostrar la equivalencia que existe entre el prisma oblicuo y el prisma recto, 
y las condiciones necesarias para que se cumpla esta equivalencia, 

2) Memorizar el volumen de un paralelepípedo recto. 

d) Deducir el volumen de un paralelepípedo cualquiera. 


Ejercicios adicionales 


1 Si el volumen de un paralelepípedo recto es igual al doble de la base y al triple 
de la altura, encontrar dicho volumen. 


ан: 2 LOSS AER MER a TT 


2. Expresar el volumen de un paralelepípedo recto cuya base es un cuadrado, en 
función de la diagonal de la base si la altura es igual a las dos terceras partes 
de la diagonal. 


Respuesta: . 


3. ¿Cuándo son dos prismas equivalentes? 
Respuesta: issues aa ses e e ashes ee San er 
4. Escribir los caracteres que tiena la equivalencia de prismas. 


Respuesta: . 


5. ¿Qué condiciones deben existir para que un prisma oblicuo sea equivalente a 
un prisma recto? 


Respuesta: -............ rr o les iara ebrio татуу 
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85 (Págs. 272-275) 
Secciones 
360. Teorema 106. 
361. Teorema 107. 
362. Teorema 108, 


Puntos importantes 

4) Descomponer cualquier paralelepípedo en dos prismas triangulares equivalentes. 

b) Estudiar el teorema 107. 

c) Demostrar la equivalencia que existe entre dos tetraedros de igual altura y bases 
equivalentes. 

4) Recordar la definición de límite. 

Ejercicios adicionales 


1. Encontrar el volumen del prisma triangular de la figura: 


10 em 


Respuesta: -.. а а ея 


2. Establecer la fórmula del volumen de un prisma triangular en función de la 
altura y los lados de la base de dicho prisma. 


Respuesta: eese ehh ehe rr 
3. ¿Cuál es el límite de los volúmenes de los prismas inscritos en un tetraedro? 
Respuesta: E U or AAA A A AI RON uua 


4. ¿Por dónde debe pasar el plano que divide a un paralelepipedo en dos prismas 
triangulares equivalentes? ¿Por qué? 


Qs pussW ci an ihe) exi dama Rp aA aka 


VOLUMENES DE LOS POLIEDROS E-129 


5. Encontrar ia fórmula del volumen del tetraedro regular en función de una de 
sus aristas. 
Respuesta; .......... 
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86 (Págs. 275-277) 


Secciones 
363. Teorema 109. 
364. Teorema 110. 


Puntos importantes 


п) Demostrar que el volumen del tetraedro es igual a la tercera parte del volumen 
de un prisma triangular de la misma base e igual altura. 

^| A partir del teorema anterior, establecer la fórmula del volumen de una pirá- 
mide cualquiera. 

+) Memorizar dicha fórmula expresada en palabras. 


Ejercicios adicionales 


| Demostrar: "Toda pirámide es la tercera parte de un prisma que tenga igual 
base e igual altura”. 


Respuesta 


2. Encontrar el volumen de una pirámide cuya base mide 108 m? y su altura es 
igual a 12 m. 
A E OOO OS Ga 

% Demostrar: “La razón de los volúmenes de dos pirámides es igual a la de los 
productos de sus bases por sus alturas”. 


Respuesta: 


4 Encontrar el volumen de una pirámide que mide 7 m de altura y cuya base es 
un rombo cuyas diagonales miden 4 y 3.5 m, 


Respuesta 


5.Demostrar: “Dos pirámides de igual altura y bases equivalentes, son equiva- 
lentes”. 


Respuesta: 


VOLUMENES DE LOS POLIEDROS E131 


(Págs. 278-282) 87 


Secciones 


365, Teorema 111. 
366. Teorema 112. 
367. Volumen del tronco de pirámide de bases paralelas. 


Puntos importantes 

а) Mernorizar el teorema 111 y demostrarlo analizándolo cuidadosamente. 

b) Establecer la fórmula del teorema anterior. 

<) Estudiar detenidamente el teorema 112. 

4) Deducir la fórmula del volumen del tronco de pirámide de bases paralelas, 
Ejercicios adicionales 


Encontrar el volumen de los troncos de pirámides siguientes: 


DL e tn ete ona Wank ШИШЕ КУЛЕ, сан Cf: 
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3, зүс 5 cm 
т. = 8 cm 
t= И cm 


ГЭЛ 


ا کی | 


Cuerpos redondos 88 


(Págs. 283-288) 


Secciones. 
368. Superficie de revolución. 
369. Cilindro. Areas lateral y total. Volumen. 
370. Superficie cónica de revolución. 
371. Cono circular recto. Areas lateral y total. Volumen. 


Puntos importantes 


a) Entender lo que es una superficie de revolución, 
b) Estudiar las formas de engendrar las superficies de un cilindro, de un cono y 
de una esfera. 
c) Establecer las fórmulas del área lateral, total y del volumen de un cilindro. 
d) Memorizar las definiciones siguientes: 
— Cilindro, 
— Volumen del cilindro. 
— Superficie cónica de revolución. 
— Generatriz y directriz de un cono. 
— Cono circular recto. 
е) Deducir las fórmulas del área lateral, total y del volumen del cono circular recto. 


Ejercicios adicionales 
1. ¿Cómo se engendra una superficie de revolución? 


Nanc o Lo LLEVE e ЛН 


m 


Encontrar el área lateral, total y el volumen de un cilindro de 6 m de altura y 
3 m de radio. 


PGOU аса em lez i X dre m atras A 
5. ¿Qué superficies engendran a un cilindro, a un cono y a una esfera? 
DOES coz mi oaa due m Pa ius spe dte Red e HER oi а vite tnt 


+. Si el área lateral y el área total de un cono circular miden 43 y 65 cm” respec- 
tivamente, hallar el valor de la generatriz y del radio de dicho cono. 


REI: AAA ле ee Mera AAA red Ph ETSI TIE 


E-133 
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5. Si el volumen de un cono y su altura miden 100 т? y 4 m respectivamente, hallar 
su radio. 


CUERPOS REDONDOS E-135 


(Págs. 288-294) 89 
Secciones 
372. Tronco de cono. Areas lateral y total. 
373. Superficie esférica y esfera. 
374. Posiciones relativas de una recta y una esfera. 
375. Cono y cilindro circunscrito a una esfera, 
376. Figuras en la superficie esférica y en la esfera, 


Puntos importantes 


а} Memorizar las definiciones siguientes: 
— Tronco de cono. 
— Superficie esférica. 
— Esfera. 
— Casquete esférico. 
— Segmento esférico 
— Huso esférico. 
— Cuña esférica. 
- Triángulo esférico. 
— Angulo esférico. 
b; Deducir las fórmulas correspondientes al área lateral, total y al volumen del 
tronco de cono. 
c) Estudiar las posiciones relativas de una recta y una esfera, 
4) Obtención del cono y del cilindro circunscritos en una esfera determinada. 


Ejercicios adicionales 

1. Encontrar el valor del área lateral y del área total de un tronco de cono que 
mide 8 y 6.5 cm de radios y cuya generatriz forma un ángulo de 45? con el 
radio mayor. 


Respuesta: TER 


2. Hallar el volumen de un tronco de cono que tiene una altura de 16 m y cuyos 
radios miden 9 y 7 m respectivamente, 


Respuesta: 


3, Definir lo que es un casquete esférico y un segmento esférico, 


Respuesta: iia sas eae 


4. ¿Cómo se llama la porción de superficie esférica limitada por dos semicírculos 
máximos? 
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Respuesta: 


5. ¿Qué es un ángulo esférico? ¿y qué es un triángulo esférico? 
Ritpusita: oe AT Eu ARA a as de 


Calificación —————————— 
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Secciones. 
377. Area de una esfera y de figuras esféricas, 
378. Relación entre el área de una esfera y la del cilindro circunscrito. 
379. Volumen de la esfera, 


Puntos importantes 


a) Establecer los pasos necesarios para encontrar la fórmula del área de una super- 
ficie esférica. 

^) Deducir las áreas de una zona esférica y de un huso esférico. 

c) Establecer la fórmula del volumen de la esfera. 

d) Memorizar la fórmula del volumen de la esfera en función de su radio. 


Ejercicios adicionales 


1. Encontrar el área de una superficie esférica de 3.8 m de diámetro, 
Respuesta: 


2. Si el radio de una esfera mide 5.4 cm y la altura de un casquete esférico es igual 
a 3.2 cm, encontrar el área de dicho casquete esférico. 


Respuesta: 


Encontrar el volumen comprendido entre la parte exterior de la esfera y la par- 
te interior de la figura siguiente: 


Respuesta: 


^. Si el volumen de una esfera es igual a 283 cm", encontrar su diámetro. 
Respuesta 
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Encontrar el volumen comprendido entre la esfera y el tetraedro regular inscrito, 
si el radio de la esfera es igual a 1 m. 


Rüspuega: sas s.s s u A 60, 0 rta 1993 nion 


